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CAPITOLUL 1

Structura algebrica si topologica a multimii
numerelor reale

Pentru a introduce definitia unui sistem de numere reale avem nevoie de
cateva informatii preliminare.

1.1. Relatii de ordine. Majoranti, minoranti

DEFINITIA 1.1.1. Fie X # 0 o multime. O submulfime R C X x X se
numeste relatie pe X.

DEFINITIA 1.1.2. Fie X # 0 o multime. O relatie R pe X se numeste
relatie de ordine (partiald) pe X daca:
1) (z,z) € R, Vx € X (R este reflexiva)
2) (x,y) € R si (y,z) € R =x =1y (R este antisimetrica)
3) (x,y) €R i (y,2) € R= (z,2) € R (R este tranzitiva).

O mulfime X # () inzestratd cu o relatie de ordine (partiald) se numeste
(partial) ordonata.

Vom nota in continuare o relatie de ordine prin 7 < 7. (x,y) € R se
va renota r < y si se va citi "x precede y”, "z este mai mic sau egal cu
y”, "z succede y” sau "y este mai mare sau egal cu z”. Cu aceasta notatie,
definitia 1.1.2 se rescrie: ” <7 este relatie de ordine (partiald) pe X daca
1) Ve e X, x <u;
2)Vr,ye X, (x<y, y<z)=r=y
3) Va,y,2€ X, (1 <y, y<2) =z <z

ExXEMPLUL 1.1.1. Daca P(M) este familia tuturor partilor unei multimi M # 0 (adica
P(M)={A| AC M}), atunci relatia de incluziune este o relatie de ordine (partiald) pe X = P(M).

DEFINITIA 1.1.3. Doud elemente z,y ale unei multimi ordonate (X, <)
se numesc comparabile daca x <y sau y < x.

Spunem cd o multime ordonata (X, <) este total ordonata (lant) daca
oricare doud elemente ale sale sunt comparabile.

EXEMPLUL 1.1.2. Dacd multimea M are cel putin doud elemente, atunci (P(M),C) nu
este lant, intrucdt luand elementele m1, ma € M, my # ma, avem {m1},{m2} € P(M), dar

{m1} € {ma}, {ma} € {m1}.

ExeEMpPLUL 1.1.3. N impreuna cu relatia uzuala de ordine ” < 7 este
lant.



DEFINITIA 1.1.4. Fie (X, <) o multime (partial) ordonatd si ) # A C X.
a) Un element B € X se numeste magjorant pentru multimea A dacd x <
B, Vx € A.

b) Un element a € X se numeste minorant pentru mulfimea A dacd o <
x, Vo € A.

OBSERVATIA 1.1.1.

1) O multime poate avea mai muli majoranti sau minoranti.
2) Un magjorant (minorant) al mulfimii A poate sa apartindg sau nu mulfimdi
A.

EXEMPLUL 1.1.4. Fie X =N g7 <7 relatia uzuala de ordine pe N. Fie
A ={3,4,5}. Observam ca 1 gi 3 sunt minoranti pentru A, dar 1 ¢ A, iar
3 € A. De asemenea, 5 si 8 sunt majoranti pentru A, dar 5 € A, iar 8 ¢ A.

DEFINITIA 1.1.5. Dacd un majorant Bo € X al multimii A apartine
mulfimii A, vom spune ca By este cel mai mare element al mulfimii A.

Daca un minorant oy € X al mulfimii A apartine mulfimii A, vom
spune ca og este cel mai mic element al mulfimii A.

Fiecare dintre acestea, daca existd, este unic. Notam Sy = max A,
respectiv ap = min A.

intr—adevér, dacé presupunem prin reducere la absurd c& atéat Sy, cat si 51 (cu
B1 # Bo) joacd rol de cel mai mare element al lui A, atunci 5y, 51 € A si:

- intrucat [y este majorant pentru A gi 81 € A, rezultd ca 81 < fBo;

- intrucat [, este majorant pentru A gi Sy € A, rezultd ca fy < fB1;
prin urmare, din antisimetria relatiei de ordine, 3y = (1, contradictie. Deci cel mai
mare element al lui A, daca exista, este unic. Analog se demonstreaza unicitatea
pentru cel mai mic element al lui A.

EXEMPLUL 1.1.5. In ezemplul precedent, min A = 3, max A = 5.

DEFINITIA 1.1.6.

a) Spunem cd o multime A C (X, <) este majorata daca A admite majoranti.

b) Spunem ca o multime A C (X, <) este minorata daca A admite minoranti.

c) Spunem ca mulfimea A este marginita dacd este atdt majorata, cdt i
minorata. Cu alte cuvinte,

A C X este marginita < Jda, 8 € X astfel incat o < x < 3, YV € A.

DEFINITIA 1.1.7.

a) Daca A C (X, <) este o mulfime majorata si daca exista cel mai mic ma-
jorant M pentru A (adica cel mai mic element al multimii majorantilor
lui A, conform definitiei 1.1.5), atunci M se numegte margine superioard
sau supremum al mulfimii A.

b) Daca A C (X, <) este o multime minorata si daca ezista cel mai mare mi-
norant m pentru A (adicd cel mai mare element al mulfimii minorantilor
lui A, conform definitiei 1.1.5), atunci m se numeste margine inferioard
sau infimum al multimii A.



Fiecare dintre acestea, daca exista, este unic. Notam M = sup A si
m = inf A.

OBSERVATIA 1.1.2. O multime are un cel mai mare element dacd si
numai dacd are supremum $i acesta apartine mullimii. O multime are un
cel mai mic element dacd si numai dacd are infimum si acesta apartine
maultimii.

Prin urmare, tn practica:

o dacd am gasit un majorant 3 pentru A si B € A, atunci
B =sup A = max A;
o dacd am gasit un minorant o pentru A si o € A, atunci

o =inf A = min A.

1.2. Structura algebrica si topologica a multimii numerelor reale

Multimea R a numerelor reale este un corp comutativ total ordonat,
complet, unic determinat pana la un izomorfism de corpuri total ordonate.
Mai pe larg:

DEFINITIA 1.2.1. Numim sistem de numere reale o mulfime R # ()
inzestrata cu doua operalii algebrice (operatii interne, legi de compozifie
interne):

+ :RxR—>R (numita adunare)
(r,y) >z +y, Yo,y €R

RxR—-R (numita inmultire)
(@y) >z y ™ ay, Yo,y eR

si cu o relatie” <7 C R xR, care satisface urmatoarele 8 grupe de axiome:

I. R este un corp comutativ, adica:
(I.1) (z+y)+z=x+ (y+2), Yz,y,2 € R (asociativitatea adundrii);
(L.2) z+y=y+zx, Vr,y € R (comutativitatea adundrii);
(1.3) 30 € R astfel incat 0+ x =z, Yz € R (0 este element neutru pentru
adunare);
(I.4) VreR,I—xzeR (numit opusul lui x) astfel incat x + (—x) = 0;
(L.5) (zy)z = x(yz), Vz,y,z € R (asociativitatea inmultirii);
(1.6) xy=yx, Vr,y € R (comutativitatea inmultirii);
(I.7) 31 € R\ {0} astfel incat 1 -z = x, Vo € R (1 este element neutru
pentru inmultire);

1
(1.8) Vx € R\ {0}, 3z € R\ {0} (notat si - st numit inversul lui x)

astfel incat xx=! = 1;
(1.9) x(y+z) = xy+zz, Vo,y, z € R (distributivitatea la stanga a inmultirii
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fata de adunare)

II. R este un corp total ordonat, adica (R, <) este o multime total or-
donata (un lant), care verifica, in plus, conditiile:
(II.1) Vr,yeR, cux <y, Vz€R, are locx+ z <y + z;
(11.2) Vz,y,z€R, cux <y,0 <z, are loc xz < yz.

III.  Axioma de completitudine (CANTOR-DEDEKIND ) Orice submultime
) # A C R care este majoratd admite cel putin o margine superioard. Cu
alte cuvinte, exista sup A si sup A € R.

OBSERVATIA 1.2.1. Pentru orice doud numere x,y € R, vom defini dife-
renta lor x —y = x + (—y) (operatia se numeste scadere). Dacd, in plus,

x
y # 0, putem defini si raportul = = xy ! (operatia se numegte impdrtire).
Y

OBSERVATIA 1.2.2. Multimea Q satisface grupele de azxiome I. si II.,
dar nu axioma de completitudine III. | Intr-adevar, se observd ca mulfimea
A={zcQ|0<a?<?2} este majoratd in Q, dar sup A ¢ Q.

OBSERVATIA 1.2.3.

e Relatiei de ordine "<” i se poate atasa relatia "<”C RXxR (pe care
o vom numi de ordine stricta) prin:
r<ys(x<ysix#y), Vr,y € R.

o In loc sd scriem x < y putem scrie y > x. In loc sd scriem x < Y
putem scrie y > T.

Numerele reale x pentru care 0 < x se numesc numere pozitive gi notam
multimea lor cu Ry. Numerele reale x pentru care 0 < z se numesc numere
strict pozitive si notam multimea lor cu R* . Numerele reale x pentru care
x < 0 se numesc numere negative gi notam multimea lor cu R_. Nume-
rele reale z pentru care x < 0 se numesc numere strict negative si notam
multimea lor cu R* . Astfel,

R=R;yUR_ =R} U{0}UR*

R+ N R, == {O}

RY NR* =0.

DEFINITIA 1.2.2. Fiea,b € R, a <b. Numim:

e interval deschis de origine a st de extremitate b mulfimea

(a,b) ={x €eR | a <z < b};
e interval tnchis de origine a si de extremitate b mulfimea
[a,b] ={z € R | a <z <b};

e interval semi-deschis de origine a si de extremitate b, deschis in a
st inchis in b, multimea

(a,b)] ={zeR | a<z<b}
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e interval semi-deschis de origine a §i de extremitate b, inchis in a
si deschis in b, mulfimea

[a,b) ={z € R | a <z < b}.

Intervalele definite mai sus se numesc intervale marginite.

Prin definitie, (a,a) = [a,a) = (a,a] = 0, [a,a] = {a}.

De asemenea, pe dreapta reald vom defini si urmdtoarele tipuri de inter-
vale nemarginite:

(—o0,a) ={zeR |z <a}, (a,00)={xeR|a<uz},

(—o0,a]l={zeR|x<a}, [a,00)={zeR |a<x<},

(—o0,00) =R.

DEFINITIA 1.2.3. O mulfime I C R se numeste interval dacd pentru
orice doua elemente a,b € I, a < c < b, rezulta ca c € 1.

1.2.1. Proprietati ale multimii numerelor reale.
Cu ajutorul grupelor de axiome I, II putem demonstra cu ugurinta:

TEOREMA 1.2.1. (1) Daca x,y € R gi z <y, atunci —y < —z.

(2) Daca x <y si z <0, atunci xz > yz.
(8) Daca 0 <z $i 0 <y, atunci 0 < xy.
(1) 0< a2, Vo eR; 0< a2 Vo e R\ {0} (2 z.z)
(5) 0 < 1.

1
(6) Daca 0 < z, atunci 0 < —.

x

1

1
(7) Daca 0 < xz <y, atunci 0 < — < —.
x

Y
(8) Orice interval deschis (a,b) C R, cu a < b, este nevid.

DEMONSTRATIE.
(1) Afirmatia rezulta din z <y si (IL.1), (L.5), (1.2), (L.1).
(2) 2<0 Lo < —z SEE z(—2) < y(—=2) DN yz < xz.
0<z | (12, ‘
(3) 0<y } =" 0=0-y <uzy.

xSO%OS—x%OS(—x)QZxQ

(4) Fiex €e R = { sau
0<zz ;)> 0 < 22
Daca = # 0, atunci x - ¢ # 0 (pentru ca un corp n-are divizori
ai lui 0). Impreuns cu 0 < 22, rezulti, din definitia relatiei ”j”, ca
0 < 2.
4b 1.7
(5) 1eR, 1#£0-2 o< 120,
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(6) Presupunem prin reducere la absurd ca exista un = € R astfel incat
O<z
si ) = 0<z(-2)=-1==1<0.
1 2 1
Acest rezultat contrazice (5). Prin urmare, 0 < 1.

6
(M o<z<y 90 < lsd0< % —=0< %%. Aplicand in inegalitatea
0 < x < y proprietatea (I1.2) cu z = %%, rezultd cd vy~ < 271 nu
poate avea loc y_l = x_l, pentru ca aceasta implica x = y, ceea ce

ar contrazice ipoteza x < y. Prin urmare, y~! < 7%

1.2
(8)a<b:>b—a>0(:>)b_7a>O:>a<“—+b<b,pentrucé

2
atb _  _ b—a 3 atb _ b—a
5 a=>35*>0si 5 = 5 > 0.
|

TEOREMA 1.2.2. (de caracterizare a supremumului) Fie ) # A C R. Un
element M € R este margine superioard a multimii A dacd si numai daca:
i)x <M, VreA st
ii) Ve > 0 Jz. € A astfel incit M — e < z..

DEMONSTRATIE. Fie M =sup A, adica, echivalent, M este cel mai mic
dintre majorantii multimii A. Observam ca relatia i) exprima faptul ca
M este majorant pentru A, iar ii) exprima faptul ca M este cel mai mic
majorant pentru A, deoarece orice numéar real mai mic decat M se poate
scrie sub forma M —e, unde € > 0 gi, cum M — e nu este un majorant pentru
A, Inseamna ca existd x. € A astfel incat M — e < x.. [ ]

Analog se poate arata:

TEOREMA 1.2.3. (de caracterizare a infimumului) Fie ) # A C R. Un
element m € R este margine inferioard a multimii A dacd $i numai daca:

i)m<z VreA st
ii) Ve > 0 Jz. € A astfel incat . < m+ €.

OBSERVATIA 1.2.4. Dacd a,b € R si a < b, atunci:
sup [a, b] = sup (a,b] = sup [a,b) = sup (a,b) = b; max [a,b] = max (a,b] = b;
inf [a, b] = inf (a,b] = inf [a,b) = inf (a,b) = a; min [a,b] = min [a,b) = a.

PROPOZITIA 1.2.1. Daca ) # A C B C R, iar multimea B este majoratd,
atunci i multimea A este majorata, iar sup A < sup B.

DEMONSTRATIE. Din A C B = Vz € A, are loc x € B si atunci x < toti
majorantii lui B; prin urmare, majorantii lui B sunt majoranti si pentru A,
deci A este majorata.

Fie acum M4 =sup A, Mp =sup B si presupunem prin reducere la
absurd ca M4 > Mp. Fiee = M4 — Mp > 0; din teorema de caracterizare
1.2.2 pentru sup A rezultd ca exista x. € A astfel iIncat x. > My — e =
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My — (Mg — Mp) = Mp. Pe de alta parte, intrucat z. € A si A C B,
rezulta ca x. € B. Dar relatiile x. > Mp si . € B contrazic Mp =sup B
(mai precis, contrazic faptul ca Mp este majorant pentru B).

Deci presupunerea facuta este falsa si atunci M4 < Mp. [ |

OBSERVATIA 1.2.5. Inegalitatea dintre marginile superioare nu este strictd,
chiar daca A & B. De exemplu, pentrua,b € R, a < b, [a,b) & [a,b] si totusi
sup [a,b) = sup [a,b] = b.

PROPOZITIA 1.2.2. Dacd B # A C R este majoratd, atunci multimea
B=-A={zeR| —xz € A} ={—x |z € A} este minorata si inf
(—A) =sup A.

DEMONSTRATIE. Deoarece multimea A este majorata, din axioma Cantor-
Dedekind rezulta ca exista M =sup A € R. Din teorema 1.2.2 de caracteri-
zare a marginii superioare rezulta ca:

x<M,Vxe A= —x>—M, Vx € A (echivalent, V —z € —A = B)

si

Ve>0dr,. € AcuM —e<az,=—=Ve>0d—az. € —Acu —M+e>—ux,

Aceste relatii implicd faptul cd —A este minorata si, din teorema 1.2.3 de
caractrizare a marginii inferioare, inf (—A) = —M. ]

TEOREMA 1.2.4. Orice submulfime nevidd, minorata a lui R admite
margine inferioard in R.
DEMONSTRATIE. Fie ) # B C R o mul{ime minorati. Atunci multimea
—-B={zx€R| —z € B}
este majorata gi, prin urmare existd sup (—B) € R, conform axiomei de
completitudine CANTOR-DEDEKIND.

Dar, din proporzitia anterioara, sup (—B) = —inf B € R. Asadar exista
inf B € R. [ |

Din propozittiile 1.2.2 gi 1.2.1 rezulta si:

ProPOZITIA 1.2.3. Daca ) # A C B C R, iar mulfimea B este mino-
ratd, atunci si mulfimea A este minoratd, iar inf A > inf B.

TEOREMA 1.2.5. (proprietatea lui ARHIMEDE) Daca x,y > 0, atunci
exista n € N* astfel incit nx > y.

DEMONSTRATIE. Presupunem prin reducere la absurd ca
nr <y, Vn € N*.

Rezulta ca y este majorant pentru multimea A = {nx | n € N*} gi atunci,
conform axiomei CANTOR-DEDEKIND, existd M = sup A € R. Din teorema
de caracterizare a marginii superioare pentru € = z > 0 obtinem ca exista
yz € A astfel incat M — x < y, < x; mai precis, folosind definitia lui A,
rezulta ca exista n, € N* astfel incat M — x < y, = n,x < . Prin urmare,
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M < (ng + 1)z. Asadar, am gasit v/ = (n, + 1)z € A astfel incat y' > M,
ceea ce contrazice M = sup A.

In concluzie, presupunerea facuta este falsa si proprietatea lui ARHI-
MEDE este demonstrata. [ |

OBSERVATIA 1.2.6. Fie a > 0.

1) Luand x = a si y = 1 in teorema precedenta, rezulta ca exista n € N*
astfel incat % < a.
2) Luand x =1 §i y = a in teorema precedenta, rezultd ca

(1.1) exista n € N* astfel incdt a < n.

OBSERVATIA 1.2.7. Ezista corpuri ordonate (adica mulfimi pentru care
functioneaza grupele de axiome I, II) in care n-are loc proprietatea lui AR-
HIMEDE. Observam cd in demonstratia proprieta{is lui ARHIMEDE a intrat
esential axioma lui CANTOR-DEDEKIND.

COROLAR 1.2.1. Dacd a > 0 si
(1.2) a<e, VeeQ cue >0,

atunct a = 0.

DEMONSTRATIE.  Presupunem prin reducere la absurd ca a > 0. Din
proprietatea lui ARHIMEDE rezulté ci exista n € N* astfel incat na > 1.

Pe de alta parte, luand € = % in (1.2), obtinem ca a < % sau, echiva-
lent, na < % < 1, contradictie.

Deci presupunerea facuta este falsa si, prin urmare, a = 0. [ |

TEOREMA 1.2.6. Pentru orice x € R exista n € Z, unic determinat,
astfel incat

(1.3) n<zr<n-+l.

Acest intreg se noteaza [x] si se numeste partea intreagd a numarului
real x.

. o 3 I
DEMONSTRATIE. Existenta. Dacax >0 % Im € N* astfel incat x < m.

Fie mg cel mai mic element din N* cu aceasta proprietate. Atunci n = mg—1
satisface (1.3).

Daca x < 0 = —z > 0. Fie mg cel mai mic numar natural pentru care
—x <my (& x> —mg). Atunci

n— -mgo+1, dacax€Z
1 —mo, dacd z ¢ Z

satisface (1.3).

Unicitatea lui n ce satisface (1.3): presupunem prin reducere la absurd
ca exista ni,ng € Z, cuny # ng (sa zicem, ny < ng) ce verifica (1.3). Atunci
ny < ng < x <ni+1, de unde rezulta ca 0 < ny — ny < 1, contradictie
(ng —n; € N* ')



Deci presupunerea facuta este falsa, ceea ce incheie demonstratia uni-

TEOREMA 1.2.7. (densitatea lui Q inR) Oricare ar fiz,y € R, cux < y,
existd q € Q astfel incat x < q < y.

DEMONSTRATIE. Fie z,y € R, cu < y. Din proprietatea lui ARHIMEDE
pentru valorile y — z si 1 rezulta ca exista n € N* astfel incat n(y — z) > 1
sau, echivalent,
1

1.4 —<y—ux.

(1.4) <Y

Fie m = [na] + 1 € Z. Din teorema 1.2.6 == m—1<nz <m =2 — 1 <
r < . Prima inegalitate se rescrie 7 <z + % Obtinem sgirul de inegalitati
r< < x+ % < y. Asadar, numirul ¢ = 7 € Q satisface inegalitatea
T<qg<y. [

TEOREMA 1.2.8. (densitatea lui R\ Q in R) Pentru orice z,y € R, cu
x <y, exista z € R\ Q astfel incit x < z < y.

DEMONSTRATIE. Fiez,y € R,cuz < ysifier € R\Q. Atunciz—r <y—r
i, din teorema 1.2.7, exista ¢ € Q astfel Incat © —r < ¢ < y — r sau,
echivalent, * < ¢ +r < y. Facem observatia ca z = ¢+ € R\ Q (pentru
ca, presupunand prin reducere la absurd ca z € Q, ar rezulta r =z —q € Q,
contradictie!) . Cu aceasta, teorema este demonstrata. [ |

OBSERVATIA 1.2.8. Se poate ardta ca intre oricare doud numere reale
distincte exista, de fapt, o infinitate de numere rafionale si o infinitate de
numere irationale (a se vedea [3]).

DEFINITIA 1.2.4. Pentru orice x € R definim modulul (valoarea absoluta)
a lui z, notat |x|, prin

| = z, dacaxr>0
Tl —z, daciz <0

Utilizand definitia modulului unui numar real se aratd ugor ca:
(N1) |z|>0,VzeR; |z|=0<2=0

(N2)  |ay| = [z]ly|, Yo,y € R

(N3) |z +yl < lz[+[yl, Yo,y € R

DEFINITIA 1.2.5. Daca z,y € R, numim distantda intre x st y numdarul
d(z,y) = |z —yl.

Functia d: R x R = R, d(z,y) = | — y|, Vx,y € R poseda urmatoarele
proprietati fundamentale:

(My) d(z,y) >0, Vz,y €R; d(z,y) =0z =y

(My) d(z,y) =d(y,x), Vx,y € R

(Ms3) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z), Vz,y,z € R
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Proprietatile (M) si (Ms) sunt imediate, din (N7) si |z| = |-z, Vz € R,
iar pentru a demonstra (Ms) aplicam (N3) :

(Ns)
d(CE,Z) = |"E7’Z| = ‘ﬂj‘fy+y72| S ’:ny‘+‘yf2’ = d(l‘,y)+d(y, Z)a V%yaz € R.

OBSERVATIA 1.2.9. O inegalitate analoga lui (Ms) are loc in plan gi
poate fi interpretata astfel: in orice triunghi lungimea unei laturi este mai
mica, cel mult egald cu suma lungimilor celorlalte doud laturi. Din acest
motiv, proprietatile (Ms) si (N3) (din care provine (Ms)), poartd numele de
"inegalitatea triunghiulara”.

1.2.2. Dreapta reala.
Consideram o axa (= o dreapta) pe care sunt fixate:

e un punct O, numit origine;
e 0 unitate de masura;
e un sens.

—
Fie @ = OA vectorul unitate.
Notam cu A multimea punctelor acestei axe; A se poate organiza ca un

grup in raport cu operatia de adunare data prin: dacd M, N € A, atunci

P=M+N ety (ﬁ)’ = W/f + OW Pe A se introduce relatia de ordine

"M < N <= vectorii MN si ¥ au acelasi sens”. Admitem cd A este un
grup ordonat in care functioneaza proprietatea lui ARHIMEDE i in care orice
submultime nevida majorata are margine superioara.

Se arata ca existd o unica aplicatie ¢ : R — A, care asociaza fiecarui
numar z € R acel punct unic M € A astfel incat OM =z (deci ¢(x) =
M); in particular, ¢¥(0) = O, ¥(1) = A.

Aplicatia v este o bijectie, numita bijectia lui DESCARTES. Prin bijectia
lui DESCARTES multimea R poate fi identificata cu multimea punctelor unei
axe, ceea ce motiveaza denumirea de "dreapta reala” ce se mai foloseste
pentru multimea R si de ”"puncte” pentru numerele reale.

1.2.3. Structura topologica a lui R.

DEFINITIA 1.2.6. Fie xg € R. Un interval de forma (xg —e,29 + €), cu
€ > 0, se numeste interval deschis centrat in xg.

DEFINITIA 1.2.7. O multime V' C R se numeste vecinatate a punctului
xo € R daca contine un interval deschis centrat in xg, adica dacd exista
e > 0 astfel incit (xg —e,z9+¢) C V.

Daca xg € R, notam multimea vecinatatilor sale cu V(xg).

EXEMPLE. (0, 2) este vecinatate pentru punctul 1, fiindca gasim inter-
valul (1,3) C (0,2).

Un interval deschis (a, b) sau (a,00) sau (—oo, a) este vecinatate pentru
orice punct al sau. Intervalul inchis [a, b] este vecinatate pentru orice punct
xo € (a,b), dar nu este vecinatate pentru a si b.
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N i Z nu sunt vecinatati pentru niciunul din punctele lor, deoarece
Vn € N (respectiv, n € Z), Ve > 0, intervalul deschis (n —e,n + ) nu este
continut in N (respectiv, Z), deoarece contine si numere care nu sunt intregi
(a se vedea, de exemplu, teorema 1.2.8).

Nici @ nu este vecinatate pentru niciunul din elementele sale (pentru
justificare se aplica teorema 1.2.8).

TEOREMA 1.2.9. (proprietatea de separatie HAUSDORFF ) Daca x,y € R
$t x # y, atunci existd vecinatdali disjuncte ale lor.

DEMONSTRATIE. Din z # y = d(z,y) = |z — y| > 0. Fie a = d(x,y). Fie
intervalele

a a oy
U= (:U — 3 + g) (care este vecinatate pentru z),

o @ -
V= (y — 3y + 5) (care este vecinatate pentru y).

Multimile U gi V sunt disjuncte. intr—adevér, presupunand prin reducere
la absurd ca U NV # (), rezultd ca exista un z € U NV, adica z € U (de
unde d(z,2) < §) si 2 € V (de unde d(z,y) < §). Atunci

(Ms3) 2
a=d(z,y) SS d(z,z) +d(z,y) < % + % = ?a’ contradictie.
Deci presupunerea ficuta este falsa si U NV = . [ |

OBSERVATIA 1.2.10. Am vazut cd exista submultimi ale lui R (de exem-
plu, intervalele deschise) care sunt vecinatati pentru orice punct al lor. Clasa
tuturor acestor multimi, impreunda cu (), o vom numi topologia uzuald (na-
turald) a lui R gi o vom nota cu 1y:

70 = {D C R | D este vecindtate pentru orice punct al siu sau D = ()}

Elementele lui 79 se numesc mulfimi deschise.

1.3. Multimea R

Am observat ca exista submultimi nevide ale lui R care nu sunt majorate
si/sau minorate. De exemplu, N nu admite majoranti, iar Z nu admite nici
majoranti, nici minoranti.

Aceasta conduce la ideea de a considera o multime mai ampla, care
sa contind pe R si in care orice submultime nevida sa admita infimum si
supremum. In acest scop, facem conventia de a adjunctiona la R doua noi
obiecte, —oo = "minus infinit” §i co = +oo = "(plus) infinit”. Notam
R = RU{—00,00} si numim aceastd multime dreapta reald incheiatd sau
compactificata.

¢ Prelungim ordinea uzuali a Iui R la R, convenind ca
—o <z, <o, Ve €ERgl — oo < 0.
In acest fel, (R, <) este total ordonati.
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¢ Prelungim operatiile algebrice din R la R (far# a le defini insa peste
tot!). Astfel,
T4+o00o=00+z =00, Vz € R\ {—00} (inclusiv 0o + 0o = 00)
T+ (—00) = —0co+1z = —00, Vz € R\ {00} (51 —00+ (—00) = —00)
DAR o0 + (—o0), —00 + 0o nu au sens!
T 00=00-7 =00, Vr €[R, x> 0 (inclusiv oo - 0o = o0)

T 00=00 7 =—00, Vr €R, x <0 (inclusiv oo - (—00) = —00)
DAR 000, 0-(—00), % nu au sens!

o Tinand seama de relatia de ordine din R, putem extinde in R
notatiile folosite pentru diferitele tipuri de intervale. Astfel, daca
a,b € R, cu a < b, introducem:

— intervalul deschis (a,b) = {x € R | a < 2 < b};
— intervalele semi-deschise

[a,b) ={r eR |a<z<b}, (a,b]={rcR|a<x<b};

— intervalul inchis [a,b] = {r e R | a < x < b}.

¢ Fie acum () # A C R. Dacd A este majoratd, atunci, conform

axiomei CANTOR-DEDEKIND, existd sup A € R. Daca A nu este
. o . def.

majoratd, atunci sup A <l +00.
La fel, dacd A este minoratd, atunci, conform teoremei 1.2.4, exista
. o . o .. def.
inf A € R. Dacd A nu este minorata, atunci inf A ef —00
In felul acesta orice submultime nevida A a lui R are si sup, si inf.

o Explicam ce se intelege prin vecinatati pentru =+oo.

DEFINITIA 1.3.1.  a) Numim vecinatate a punctului +00 orice
multime V. C R care contine un interval de forma (a,+0o0],
unde a € R.

b) Numim vecindtate a punctului —oo orice multime U C R care
contine un interval de forma [—oo,a), unde a € R.

OBSERVATIA 1.3.1. Din cele doud definitii anterioare rezulta ca
intervalele de forma (a,+00], cu a € R, sunt vecinatati ale punctu-
lui +o0, iar intervalele de forma [—00,a), cu a € R, sunt vecindatati
ale punctului —oo.

Daci xg € R, notdm multimea vecinitatilor sale cu V(zo).

Vom spune ca o multime D C R este deschisi in R daci este
vecinatate pentru orice punct al sdu sau este () (pentru x € DN R,
D este vecinitate a lui  daci 3¢ > 0 astfel incat (z—e, z4¢) C D).

Clasa tuturor multimilor deschise ale lui R se numeste topologia
uzuali (naturald) a lui R si se noteazd cu 75. O multime D € 75 daci
este de una din urmatoarele forme: D, D U (a,+o0|, D U [—00, b),
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D U[—00,b) U (a,+oc], unde D € 7y (T9=topologia uzuala a lui R),
a,beR.
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CAPITOLUL 2

Siruri de numere reale

DEFINITIA 2.0.2. Se numeste sir de numere reale (sir numeric) o functie
fN—=>R.

Pentru n € N, notdm f(n) = a,; a, poarta numele de termen general
(termen de rang n) al girului. Obtinem in acest fel girul

ap, 1,042,043, ... ,0n,An41,-- -,
notat pe scurt (an)nen sau (ay).
EXEMPLE.
e sirul numerelor naturale pare: 0,2,4,6,...,2n,2(n+ 1),...
e progresia aritmetica cu primul termen a € R gi ratia r # 0:
a,a+r,a+2r,a+3r,...;,a+nr,a+ (n+ Dr,...
e progresia geometrica cu primul termen a € R* §i ratia g # 0:
a7 aq7 a/q27 aq37 MR aqn’ a/qn+17 AR

DEFINITIA 2.0.3.

a) Spunem ca sirul (an)neny C R este majorat daca multimea termenilor
sai este majorata, adica daca exista B € R astfel incat a,, < 8, Vn € N.

b) Spunem ca sirul (ap)neny C R este minorat daca multimea termenilor
sai este minorata, adica daca exista o € R astfel incat a < ay,, VYn € N.

¢) Spunem ca sirul (ap)nen C R este marginit daca multimea termenilor
sai este marginita, adicd dacd existd o, 5 € R astfel incat

a<a, <8, VneN
(sau, echivalent, daca exista M > 0 astfel incat |a,| < M, Yn € N).

d) Spunem ca sirul (ap)neny C R este nemarginit dacd nu este marginit
(adicd daca nu este majorat sau nu este minorat sau ambele).

EXEMPLE.

e girul a, = :%,Zﬁ?

cu n € N, este marginit, deoarece
O<ap <1, VneN;

e sirul a, = n, cun € N, este minorat de 0, dar nu este majorat; prin
urmare, este un sir nemarginit;

e sirul a, = —n, cu n € N, este majorat de 0, dar nu este minorat;
prin urmare, este un sir nemarginit;
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e sirul a, = (—1)"n, cu n € N, este nemarginit (nu este nici minorat,
nici majorat).

DEFINITIA 2.0.4.

a) Spunem ca sirul (ap)neny C R este crescator daca a, < anpy1, Vn € N,
adica daca ag < a1 <ax < ... <ap <apy1 < ...

b) Spunem ca sirul (an)neny C R este strict crescator dacd an, < ap41,
Vn €N, adica dacd ag < a1 < ag < ... <ap <apy < ...

¢) Spunem ca sirul (an)nen C R este descrescator dacd a, > any1, Vn € N,
adica daca ag > a1 > ag > ... > Ay = Gpyl > - -

d) Spunem ca sirul (an)nen C R este strict descrescator daca an, > any1,
Vn € N, adica daca ag > a1 > ag > ... > Ay > Gpy1 > - ..

e) Spunem ca sirul (an)neny C R este monoton dacd este crescator sau
descrescator.

f) Spunem ca sirul (ap)neny C R este strict monoton dacad este strict crescator
sau strict descrescator.

Studiul monotoniei unui sir (a,),en C R:
e comparam cu 0 diferenta a,41 — a, a doi termeni consecutivi oare-
care din gir;
e daca a,, > 0, Vn € N, putem, echivalent, compara cu 1 raportul

“ntl a doi termeni consecutivi oarecare din gir.
EXEMPLE.
e sirul de termen general a, = %ﬁ, Vn € N, este strict crescator,
deoarece
m+1)—1 n-1 n n—1
p+1 — A = —

n+1)+1 n+1 n+2 n+1
nin+1)—(n—-1)(n+2) n*+n—n>—2n+n+2

(n+1)(n+2) N (n+1)(n+2)
2
= —(n+1)(n+2) >0, VYneN
1-3-5-...-(2n—1)

e sirul de termen general a, = F1015 () > 0, Vn € N*, este strict
descrescator, deoarece
1-3-5-....(2n—1)-(2n+1)
On+1 5-10-15-...-(5n)-[p(n+1)]

an 1-35-.-(2n—1)
5-10-15-...-(5n)

1-3-5-...-2n—1)-2n+1) 5-10-15-...-(5n)
5-10-15-...-(5bn) - (5n+5) 1-3-5-...-(2n—1)
2n+1

= <1, VneN*
50+ 5 "

e girul de termen general a, = (—1)", ¥n € N, nu este monoton,
deoarece termenii sai de rang par sunt strict pozitivi, iar termenii
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de rang impar, strict negativi (ag, =1 > —1 = agp+1 < 1 = agny2,
Vn € N).

DEFINITIA 2.0.5. Fie girul (ap)neny C R si (ng)ren € N un gir strict
crescator. Sirul by, = ap, , Vk € N se numeste subsir al sirului (ay).

ExEmMpPLU. §irul de termen general a,, = (—2)", ¥n € N are drept
subsiruri pe ag, = (—=2)?" = 22" Vn € N si agyq1 = (—2)?F = —22n+L
Vn € N.

DEFINITIA 2.0.6. (definitia limitei unui sir cu vecinatati) Spunem cd un
sir de numere reale (an)neny C R are limita a € R daca YV € V(a) Iny € N
astfel incdat ¥n > ny, avem a, € V (adica dacd orice vecindtate a lui a
contine toti termenii girului, de la un loc incolo).
Notatii: lim a, = a sau a, — a.
n—oo

TEOREMA 2.0.1. (de caracterizare a limitei unui sir) Urmdatoarele afirmatii
sunt echivalente:
i) li_>m an, = a € R (definitia cu vecinatati)
n oo
ii) Ve > 0, In. € N astfel incit Vn > ne, |a, —a| < e (in cuvinte: de la un
loc incolo, toti termenii sirului sunt oricat de aproape de limita sirului).

TEOREMA 2.0.2. (de caracterizare a limitelor infinite pentru siruri) Fie
sirul (ap)pen C R. Atunci:
a) li_>m an = 400 < Ve > 0, In. € N astfel incat Yn > n., a, > €.

n oo
b) li_>m an = —00 < Ve > 0, In. € N astfel incat Vn > n., a, < —¢.

n oo

DEFINITIA 2.0.7. Spunem ca sirul (ay,) este convergent daca are limita
finita (adica daca 3 lim ay, € R).
n— oo
Spunem ca sirul (a,) diverge (este divergent) dacd (ay,) nu este conver-
gent.

Altfel spus, un sir numeric este divergent daca si numai dacé fie nu are
limita, fie are limita —oo sau +oo.

Proprietati ale girurilor cu limita:
1) (unicitatea limitei) Daca un sir are limita, atunci aceasta este unica.
2) Orice sir convergent este marginit.
Corolar: Orice gir nemarginit este divergent.
3) (lema lui CESARO) Din orice sir marginit putem extrage un subgir con-

vergent.

4) Orice subsir al unui gir convergent este convergent la aceeasi limita ca si
sirul initial.
Corolar: Daca un gir are doua subsgiruri convergente la limite diferite,
atunci este divergent.
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5) (operatii cu giruri care au limita) Fie (ap)nen, (bn)nen C R, cu

lim a, =a€R, limb,=0bcR.
n—oo

n—oo
Atunci:
i) lim (a, +b,) =a+b

n—oo
ii) lim (aa,) = aa, Va € R

iii) Tlli_)rgo(an —by)=a—"

iv) nli_)n(f)lo(anbn) =ab

v) daca b # 0, atunci b, # 0 de la un loc incolo si
limi:} lim 2% =2
nscob, b nooob, b

Formulele de calcul de mai sus se extind si pentru limite infinite, daca

operatiile au sens. Amintim operatiile fara sens: oo + (—o0), 0 - (+00),
0 =£
0 Foo-
6) (teorema clestelui) Daca a,, < b, < ¢,, Vn € N (sau, suficient, de la un
loc 1ncolo) si hm anp = hm cn, = a, atunci hm b, = a.
—00
7) (trecerea la hmlta n 1negahta§1) Daca ay, S bn, Vn € N (sau, suficient,

de la un loc incolo) si lim a, = a, lim b, = b, atunci a < b.
n—oo n—o0

Facem observatia ca si atunci cand a, < b, de la un loc incolo, inegalita-

tea intre limite este tot nestricta (de exemplu, % < %, Vn € N* gi totusi
2

lim — = lim — =0).

n—oo n, n—oo n

8) (criteriul majorarii) Daca |a, — a| < by, Vn € N (sau, suficient, de la un

loc incolo) si hm b, = 0, atunci lim a, = a.
TL—)OO

9) lim an—0<:> hm lan| =0 < hm a2 = 0.
n—oo

10) Produsul dlntre un §1r marginit §1 un gir cu limita 0 este un gir cu limita

0.

. sinn oo . . ..
ExempLU. lim = 0 pentru ca sirul (sinn),en este marginit
n—oo n 1
(|sinn| <1, Vn € N), jar lim — =0.
n—oo N

TEOREMA 2.0.3. (teorema lui WEIERSTRASS) Dacd un sir este monoton
st marginit, atunci este convergent.

Reciproca teoremei lui WEIERSTRASS nu este adevarata. Cu toate ca
daca un sir este converegent, atunci este marginit, totusi exista siruri con-

. 1
vergente care nu sunt monotone. De exemplu, sirul a, = = ) , Vn € N*
este convergent la 0 (deoarece |a,| = 1 — 0), dar nu este monoton, caci

semnul termenilor sai alterneaza.

TEOREMA 2.0.4. Daca un gir este monoton crescator si nemarginit su-
perior, atunci are limita +o00.

Daca un sir este monoton descrescator si nemarginit inferior, atunci are
limita —oo.

18



Asadar, din ultimele doud teoreme rezultd ca orice sir monoton are li-
mita.

Siruri remarcabile:
400, daca ag >0

e lim (aknk +ap_1n" T an+ CL()) = { —o00, dacdag<0’

n—oo

unde k € N*, a; € R, pentru 0 < i < k si ax # 0.
i (axn® 4+ ap_1n* 1+ +ain +ap)
e lim =
n—oo (bpynP + bp_1nP~1 4 -+ + bin + by)
0, dacap >k
— Zf, dacap =k ’

+00 - sgn (%—;) , dacd p<k

unde k,p € N, a;,b; € R, pentru 0 <7 <k, 1 < j <psiag,b, #0.

+o0, daca g > 1
e Fie g € R. Atunci lim ¢" = { daca ¢ = 1
q . n—>ooq - O, daca qe (_1’ 1)

nu exista, daca q < —1
e Sirul de termen general e,, = (1 + %)n, Vn € N*, este strict crescator,
iar sirul E,, = (1 + %)nﬂ
converg la e =2 2,71 si

1 n 1 n+1
<1+> <e<(1+> , Vn € N*.
n n

Qn
Mai mult, pentru orice sir numeric a,, - oo, lim 1+ — =e.
n—oo an

, Vn € N* este strict descrescator. Amandoua

. i 1 1 1
Inplus,e= lim (1+—=+ =4+ -4+ —|.
n—00 1 2! n!

e Sirul de termen general ¢, = 1—1—%4—%4—---—1—%—11171, Vn € N*,
este strict descrescator si converge la numarul ¢ 2 0,57, numit
constanta lui EULER.

In consecinta,

. 1 1 1 . 1 1 1
lim (1+-+-+---+—] = lim 1+-+-+---+——lnn)+1lnn
n n

= Cc+ 00 =+
lim< 1 + ! +---+1)=
nsoo\n+1 n4+2 2n
= lim [(1+1+1+'~+1>—<1+1+1+~-+1>]
n—00 2 3 2n 2 3 n

1 1 1 1 1 1
= lim [<1+++'~+—ln2n>—<1+—i—+~-+—lnn>
n

2
+ ln2n—lnn] =c—c+ lim ln—n: Iim In 2=1n 2

n—oo n n—oo
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TEOREMA 2.0.5. (Criteriul raportului) Fie (ap)nen C (0,00). Presupu-

o NV An+41
nem ca existd lim =1.
n—0o  an

i) Dacal <1, atunci lim a, = 0.
n—oo

it) Daca l > 1, atunci lim a, = 400.
n—oo

Daca | = 1, nu putem preciza natura girului. De exemplu:

e sirul a, = %, n € N* este convergent la 0 si

1
. An+1 . . n
lim L — Jim HTH = lim =1
n—o0 Ay, n— 00 - n—oon + 1

e sirul b, = n, n € N este divergent, cu limita +o0, si

b 1
" i nt =

n n—oo N

lim 1.
n—odo

EXEMPLE. Studiem cu ajutorul criteriului raportului convergenta sirurilor:

a) ap = (%)n, necN

Deoarece
o\n+1
5 2ntl gn 2
lim 22— gim (32 = lim ——= - — = lim o =_ <1,
n—oo  Qy n—00 (g) n—oo 3N+ on n—oo J
2 n
rezulta ca lim <> =0.
n—oo \ 3
b) an = (g)n, neN
Deoarece
= prtl gn 5
lim 27 — Jim (42)n = lim Ty = llm —=—>1,
n—o0o Oy, n—00 (1> n—oo 4N+ jn n—o0 4
5 n
rezulta ca lim () = +00.
n—oo \ 4
n
¢) an=—,neN
n!
Deoarece
2n+1
— 2n+1 ! 2
lim 2 — g D gy 2 T gy —0,
n—oo @y, n—oo Lo n=oo (n+ 1)1 2" nscon+1
n
rezultd ca lim — = 0.

n—oo n!
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n

d) ap,=—,n€eN
n!

Deoarece
(n+1)n+l n
)l 1™ ! 1
lim %"t — i %: lim M.l: lim <”+ )
n—00  Qp n—o00 T n—00 n! nn n—00 n
1 n
= lim <1+> =e=2,71>1,
n—oo n
n?’l/
rezulta ca lim — = +o0.
n—00 n!( )
1-4-7-...-(3n+1
= eN
=Ty )"
Deoarece
1-4-7-...-(3n+1)-[3(n+1)+1]
. OGny1 . 1-5-9-...-(4n+1)-[4(n+1)+1]
nll—)rgo Qp, o nll{go 1-47...-(3n+1)
1-5:9-...-(dn+1)
lim 1-4-7-...-(3n+1)-B3n+4) 1:-5-9-...-(4n+1)
= 1 .
nsool-5-9-...-(4dn+1)-(4n+5) 1-4-7-...-(3n+1)
i 3n+4 3 <1
= lim = -
n—oo 4dn + 5 4 ’
o o g 1'4-7-...-(3n+1)_
rezultacanh_)ngo1'5_9"“'(4n+1) —

TEOREMA 2.0.6. (Teorema lui STOLZ-CESARO) Fie (ay), (b,) C R sa-
tisfacand ipotezele:

1) (by) strict monoton si divergent;

Lo e ap4+1 — A =
2) existd lim 21— " = cR.
n—=00 Op41 — bn
. VI, a .. a . ap+1 — @
Atunci existd lim — s lim — = 1 |
n—00 On n—00 On n—00 byt1 — by

EXEMPLE. Sa se calculeze:

14+L4...41

a) lim i B
n—o0 Inn

144+ 441

b) lim 2 L

n— oo \/ﬁ
124224334
c) lim

n—oo nmn

a) Pentrun € N*, notam a,, = 1+ % +- -+% si by, = Inn. Avem de calculat

. Qn v v . . o .
lim —. Pentru aceasta observam ca girul (b,) este strict crescator si
n—oo

n
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lim b, = +oo, iar
n—oo

1 1

Gl —an Py _ el _ 1

bpi1 — by In(n+1)—Inn In”Tle (n—l—l)ln"T+1
1 1

(142" In(1+ )"

1\ Gptl — @
Dar lim (1 + > =1, de unde lim 2t " —Jne =1. Conform
n

n—0o0 n—00 bp11 — by

Cs N v v . 1 a
teoremei lui STOLZ-CESARO, rezultd ci si lim — = 1.
n—o0 n

b) Pentru n € N*, notam a,, = 1+%+~-+% i b, = v/n. Din nou, ne
a
intereseazd lim —

—. Sirul (by,) este strict crescator si lim b, = +oo, iar
n—oo by, n—00

1

1
A1 — Gn s _ w1 _Vn+tlt+yn

bn+1_bn B W—\/’E—%_ n+1

\/ﬁ(w/1+%+1) 1+2+1

n(l+ 1) Va(l+ 1)

. . N . o e 1s a
Din teorema lui STOLZ-CESARO obtinem c# si lim — = 0.

n—oo n

c) Fiea, = 1' +22 4+ 334+ .-+ n" si b, = n", pentru n € N*. Pentru

. an o o . . o
a calcula lim —, observam ca girul (b,) este strict crescator (b,+1 =
n—oo n

(n+ 1) > (n+1)" > n", V¥n € N*), lim b, = +oo si
n—oo

i —an ()™ ()"
bn+1 —b, - (n+1)n+1 —_nn - [n (1+ %)]n—&-l o
nt+l (14 1 n+1 141 n+1
_ n ( +n_)H — ( +7£11 e € = 1.
et [ =a] e g e

C s N v v .1 Q
Conform teoremei lui STOLZ-CESARO, rezultd ca si lim — = 1.
n—oo n

Consecinte ale teoremei lui Stolz-Cesaro

- = .. artaz+-o-+a
a) Daca lim a, = a € R, atunci lim =
n— 00 n—00 n

= a (altfel spus,

daca un sir are limita, atunci sirul mediilor aritmetice ale primilor n
termeni ai acestui gir are aceeasi limita).

Daca, in plus, a, # 0, pentru orice n € N* gi a # 0, atunci avem

gi lim — T = a (sirul mediilor armonice ale primilor n
al az an
termeni ai girului are aceeasi limita).
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b) Daca a, > 0, Vn € N* gi lim a, = a, atunci lim /ajas-... - a, = a
n—oo n—oo
(daca un gir are limitd, atunci girul mediilor geometrice ale primilor n

termeni ai acestui gir are aceeasi limita).
v coqs An+1 -
c) Daca a, >0, Vn € Ngi lim ntl a, atunci lim a, = a.

n—oo aTL n—oo

DEMONSTRATIE.

a) Fie, pentru n € N*, A, = a1 +as+ -+ ap i B, = n. Sirul (B,) este
strict crescator si lim B, = +o0o. Cum exista
n—oo

lim Anir = An lim Ont1 = lim a =a
_— _— = 1 prm—
n—oo By — By n—00 (n + 1) —n n—oo nt ’

. . .. A
din teorema STOLZ-CESARO rezulti ci existd lim — = a.

n—o0 n

Acum, ﬁefln:a—lljté—i—--'—i—é,neN*. Cum exista

~ ~ 1

. An—l—l - An . An41 . 1 1
lim ——— = lim ———— = lim = -,
n—oo By — By n—00 (’n, + 1) —Nn  n—=00 Apyl a
o Ay R
teorema 2.0.6 spune ca existd lim — = —. Atunci exista si
n—o0 By, a
n 1
lim — = lim — =a
n—oo A n—oo An

b) Concluzia rezultd din inegalitatea mediilor (media armonica < media
geometrica < media aritmetica), din punctul a) si din lema cleste.

c)

n ap az Gp—1 Gnp,
aln e n aO e — e .
ap ai Gp—2 Qp—1
aip az an—1 (079
= 1n/CL()‘n C— . .
ap a1 an—2 Qn—1
Notam A,, = aanl, pentru n € N*; din ipoteza, lim A,;1 = a, ceea ce
n— n—oo
este echivalent cu lim A,, = a. Din b) rezulta ca
n— oo
: ar  az o :
lim p/— - —=-...- . = lim VA1As-...- A, =a.
n—oo \ ag ag an—2 Qp—-1 N7

~ 1 lim *
In plus, lim ¥ag = lim a? =a"">" =al = 1.

Prin urmare, lim a, =1-a = a.

n—oo
[]
EXEMPLE.
a) lim ATV R glimizo
n—00 n n—00 \/ﬁ



1+l 1 1
b) lim — 2 Fn o2 gy, 1y
n—o00 n n—oo n
c) lim ¢/sin = sin ~ - ... - sin — Y lim sin =sin0 =0

(an = sin 75, Vn € N¥)

1
d) lim {/n 2 lim nt =1 (ap, =n, Vn € N¥)
n—o0 n—ro0 n
n
e) lim L lim ¢ n )
n—00 \/nl n—00 n!

Fie a, = %T;, Vn € N*. Folosim punctul ¢) al consecintelor teoremei
STOoLZ-CESARO. Deoarece

tnyy _ (D)™ ol (n )" <”+1>n— <1+1>n n—oo
n

A = — e

an (n+1)! nn nn n ’
¢ v 7 n .

rezulta ca lim —— = lim a, = e.

1 24+ V34 -+
f) lim TV2EV3E ot Y 9 i /n = 1, conform calculului pre-
n—00 n n—00
cedent.
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CAPITOLUL 3

Serii de numere reale

Ne punem problema de a extinde notiunea de suma de la o multime
finita de numere reale la un gir numeric.
Fie girul (a,)nen C R. 1i asociem girul (S, )nen C R, definit prin:

Sb = Qo
S1 = a+am
Sy = ap+ai+a
S3 = ap+ay+as+as
n
(3.1) S, = a0+a1+~-—|—an:Zak,nEN

k=0

Sirul (Sy,)nen poarta numele de girul sumelor partiale asociat sirului (an)peN-

DEFINITIA 3.0.8. Perechea ((an)nen, (Sn)nen), unde sirul (S,) este dat
prin (3.1), se numeste serie de numere reale (serie numericd) de termen
general a,,.

o
Pentru aceasta serie folosim notatiile »_ an, > an, Y. a, sau
n=0 neN n>0
ap+ay +ag+ -t an+ -
oo

DEFINITIA 3.0.9. Spunem ca seria numericd Y a, este convergentd
n=0

daca girul (Sp)nen al sumelor sale partiale este convergent. In acest caz

scriem Yy an (C).
n=0

o0
Spunem cd seria ) an este divergenta dacd nu este convergentd (adica
n=0

o0
daca sirul sumelor sale partiale este divergent). Scriem ) ay (D).

n=0
[e.°]
Daca seria ) a,, este convergenta, limita S = lim S,, € R se numeste
n=0 n—00
o0
suma seriei. Notdm Y an, = Ssauag+ a1 +ag+---+ap+---= 5.
n=0
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o0
Daca lim S,, = 400 (sau —o0), spunem ca suma seriei »  a, este +00
n—oo

n=0
00 00 .
(respectiv, —o0) si scriem Y a, = 400 (respectiv, > a, = —00). (In acest
caz seria este divergental)
o0 [ee]
Despre doua serii Y a, si Y, b, care sunt ambele convergente sau am-
n=0 n=0
o0 o
bele divergente spunem ca au aceeagi natura si scriem »_ ap ~ Y by.
n=0 n=0
EXEMPLE.
o0
a) Seria »_ n are termenul general al sirului sumelor partiale
n=0
nn+1
Sn:0+1+2+~-+n:(2)
. . . n(n—‘,—l) . . . o .
gi lim S, = lim === = +oo. Atunci seria este divergenta si are suma
n—oo n—oo
o0
n = +o00.
n=0

o0
b) Seria Y. m? are termenul general al sirului sumelor partiale
n=0

nn+1)(2n+1)
6

Sp=0"+12+2>+ . 4n®=

i lim S, = lim w = 400. Atunci seria este divergenta si are
n—oo n—oo
o0
suma > n? = +oo.
n=0
o0

c) Seria Y. n? are termenul general al sirului sumelor partiale

n=0
el

Sp=0"+134+2° ... 40 = 5

2
i lim S, = lim [%} = 400. Atunci seria este divergenta si are

n—o0 n—oo
o0
suma Y n? = +oo.
n=0

o0
d) Seria % are termenul general al sirului sumelor partiale
n=0

g _ 1 1 1 I 1 1 1 1
o0
Cum lim S, = e € R, seria este convergenta, cu suma » % =e.
o0
e) Serii telescopice. O serie ) a,, in care termenul general poate fi
n=0

scris sub forma a, = %, — p4+1, unde (2, )neny C N este un alt sir, se
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numeste serie telescopica. Se observa usor ca termenul general pentru
sirul sumelor partiale asociat unei serii telescopice este dat de

Sn = (wo—x1)+ (21 —22) + (X2 —23) ++ -+ (Tp —Tpg1) = To—Tpg1, YR EN,

o0
deci seria ) a, este convergentd daca si numai daca sirul (x,),en este

n=0
convergent. De exemplu:
e Seria Z i +1) are termenul general al girului sumelor partiale
1 1 1 o 2-1 3-2 (n+1)—

D) 12 T2 T T
1 1 1 1 1

= (-2 (= - =1- .
1 2 n n+1 n+1

Deoarece lim S, = 1 € R, rezulta ca seria este convergenta, cu
n—oo

\_/N)
_l_
/‘\%—
|
wl =
\_/

suma Z =1.

AT =

. 1 . . .
e Seria nz::O T e termenul general al girului sumelor partiale

1 1 1
S S Y S SV e Sy
_ VIZVO V2o VL L VT o Vi
1-0 2-1 (n+1)—
= (f—xfo)+<f—xﬁ)+---+(x/ﬁ—x/ﬁ)
NS
Cum nh_)rgo Sn = 400, rezulta ca seria este divergenta, cu suma

1 _
PR AR

o0
e Seria > 13— are termenul general
n=1

1 1 1 @2n+1) - (2n—1)
m2—1 (n—-1)2n+1) 2 (2n—1)(2n+1)

11 1 -
~ o\on—1 om0 " '
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Atunci termenul general al girului sumelor partiale

11\ 1/1 1 1/ 1 1

<1‘3>+2(3—5>+“'+2<2n_1‘2n+1>
11 1 1 1 1

(13+35+”'+2n—32n—1+2n—12n+1>

1
1- .
< 2n+1>

Deoarece lim S, = % € R, rezulta ca seria este convergenta, cu
n—o0o

o0

1 1

suma Z m — §
n=1

Serii remarcabile

[e.e]
a) Seria geometrica Y ¢", unde q € R:
n=0
e este convergenta < ¢ € (—1,1) si are suma %_q;
e este divergenta < |¢| > 1; mai precis, are suma +oo daca g > 1 si
nu are suma daca g < —1.

intr—adevér, sirul sumelor partiale are termenul general

=" +¢" +¢+ +¢ = 1+q++ 4"

qn+1_1

sipentrug=1,5,=1+14---+1=mn,iar pentrug # 1, 5, =
—_—

de n ori
conform formulei pentru suma unei progresii geometrice. Mai departe se

folosesc rezultatele obtinute pentru sirul remarcabil (¢"),en.
o0

q—1 7

b) Seria armonica generalizata n%, unde a € R, este convergenta pen-
n=1

o0

tru a > 1 si divergenta pentru a < 1. Seria ) %, obtinuta in cazul
n=1

particular v = 1, se numeste seria armonicd (si este divergenta, cu suma

+00; a se vedea pagina 19).
oo
De exemplu, seria »_ n—lg este convergenta (o = 3 > 1), iar seriile

n=1
S
n=1 v

o0
n—4

oo o0
i% si > nt= 3 -L; sunt divergente (o = £ < 1, respec-
n n=1 n=1

n=1

tiva=-4<1).

oo
TEOREMA 3.0.7. Daca seria »_, a, este convergentd, atunci lim a, = 0.
n—oo

n=0
o0
COROLAR 3.0.1. Daca sirul (an)nen nu converge la 0, atunci seria »_, an,
n=0

este divergentd.
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Altfel spus, daca nu exista lim a, sau existda lim a,, dar lim a, # 0,
n—oo n—oo n—o0
oo

atunci seria Y a,, este divergenta.
n=0
EXEMPLE.

o0
a) Seria Y. {/3 este divergenta, deoarece
n=1

1 0
Y B S, L\~ (1} _
n&ngo\/;—,}grgo(g) -(3) =170

o0 A~
b) Seria > (—1)"n este divergenta, deoarece nu exista lim a,. Intr-adevar,
ne1l n—00
lim ag, = lim 2n = 400, iar lim agy+1 = lim (—2n — 1) = —oo, deci
n—oo n—oo n—o0 n—oo
sirul (ay,) are doua subsiruri tinzand la limite diferite.

OBSERVATIA 3.0.2. Reciproca teoremei 3.0.7 nu este adevarata: conditia

[e.°]

lim a, = 0 nu atrage dupd sine convergenta seriei » , ap.
n—00 n=0

(o]
De exemplu, seria armonicd % este divergenta, desi lim % =0.
n=0 n—oo

TEOREMA 3.0.8. (Proprietati generale ale seriilor numerice)

a) Daca unei serii i se adaugd sau i se elimind un numdr finit de terment,
atunci natura seriei nu se schimba (dar, in cazul convergentei, suma

seriei se schimba).

o0
b) (produsul cu un scalar) Fie seria de numere reale ) a, $i o € R*.

Atunci Y, (aan) ~ Y. ayn $i, in caz de convergenta, Y (aay,) = a Y ap.
n=0 n=0 n=0 n=0
o0 oo
¢) (suma a doud serii) Fie seriile de numere reale >, ay, $i > by. Atunci:

n=0 n=0
o0
e daca ambele serii sunt convergente, atunci si seria sumda », (an+by)

n=0

(0.) o oo
este convergentd, iar Y (an +bp) = Y an+ > by.
n=0 n=0 n=0
o daca una dintre serii este convergenta si cealalta, divergentd, atunci
seria suma este divergentd.

o daca ambele serii sunt divergente, atunci seria sumd ar putea fi con-
vergenta sau divergentd.
o0

o0
De exemplu, seriile > (—n) si Y. n sunt divergente, iar seria sumd,

n=0 n=0
oo oo
Y (—n+n)= 0, este convergenta, cu suma 0. Pe de alta parte, atat
seriile Y m si Y. n?, cat si suma lor, Y. (n+n?), sunt divergente (toate
n=0 n=0 n=0

au suma +00).
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3.1. Criterii de convergenta pentru serii cu termeni pozitivi
TEOREMA 3.1.1. (Criteriul de comparatie de speta I) Fie seriile nume-
o0 o

rice Y. an §i Y by, cu 0 < ap < by, Vn € N (sau, suficient, de la un loc
n=0 n=0
incolo).

a) Daca Y b, (C), atunci Y a, (C).
n=0 n=0

b) Daca > ayn (D), atunci > b, (D).
n=0 n=0

TEOREMA 3.1.2. (Criteriul de comparatie cu limita) Fie seriile numerice

o [o.¢]
dYoan i Y by, cuan, >0 sib, >0, Vn € N (sau, suficient, de la un loc
n=0 n=0

incolo). Presupunem ca exista lim 3= =1 € [0, +o0].
n—oo

a) Dacal € (0, oo) atunci cele doua sem’z’ au aceeast natura.

b) Dacal=0 si Z by, (C), atunci Z an (C).
n= 0

¢) Dacal = o gi Z bn, (D), atunci Z an (D).
n=0

OBSERVATIA 3.1.1. Drept serii de comparatie folosim de multe ori serii
geometrice sau armonice (generalizate), deoarece natura acestor serii ne este
cunoscutd.

EXEMPLE

a) Seria Z 2 1) este convergenta (conform criteriului de comparatie de

speta I, punctul a)), deoarece n(n?+1) = n3+n > n3, Vn € N*, de unde
! < L Vn € N*, iar seria armonici generalizati cu av = 3 > 1,

n(n2+1) n3’
o0
Zl %, este convergenta.
n=
e
b) Seria ) T” este divergenta (conform criteriului de comparatie
n=1
I43+-+2 .
de speta I, punctul b)), deoarece —2—= f \F’ Vn € N*, iar seria

armonica generalizata cu o = % <1, Z T este divergenta.

c¢) Seria Z m este convergenta (conform criteriului de comparatie cu

hmlta punctul b)), deoarece
1

. 2(ntl . 1
lim # = lim =0,
n—00 5 n—oon + 1
1 = (1\"
iar seria geometrica cu ¢ = 5 € (-1,1), > (%) , este convergenta.
n=0
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o0
. 2 < e .
d) Seria > 2415 este convergenta (conform criteriului de comparatie cu
oo

&) (&)

2

limita, punctul a)), deoarece o vom compara cu seria » 7 = -
n=1 n=1
care este seria armonica generalizata cu a« = 2 > 1 gi e convergenta
Avem
2
n<+1 4 2
X ;) n"+n
lim "2 = lim 1 =1¢€(0,00)
n—oo  —y n—oo n* 4+ 2

e) Seria Z e +2 este divergentd (conform criteriului de comparatie cu li-

1
f?

mitd, punctul a)), deoarece o vom compara cu seria Z Z
n=1

care este seria armonica generalizata cu a = 5 <lsie dlvergenta.
Observam ca

Vn+3
3 1
i B = i " € 0.
vn

TEOREMA 3.1.3. (Criteriul radacinii cu limita (CAUCHY-HADAMARD))
oo

Fie seria numerica Y, an, cu ap > 0, Vn € N (sau, suficient, de la un loc
n=0

incolo). Presupunem cd exista li_>m Ya, =1 €0, +00].
n—0o0

o0
a) Dacal <1, atunci > an (C).

n=0

o0
b) Dacal > 1, atunci Y a, (D).
n=0

OBSERVATIA 3.1.2. Daca l = 1, atunci nu putem preciza natura seriei
[o¢]

> an (caz de dubiu).
n=0

oo [e.e]
De exemplu, seria armonica 21% este divergenta si seria Z L (seria
n=
armonica generalizatd cu a = 2 > 1) este convergenta. Totusi, lim \/7 =
n—oo
lim =1si lim {/4 = lim —L5 =1 (vezi limita d), pagina 24).
n-soo ¥n ° n—oo n? n—00 (%)2 ( )’ pag )

De01 criteriul radacinii nu poate fi folosit pentru studiul convergentei
seriilor cu lim /a, = 1.
n—oo "
EXEMPLE

n
a) Seria Z <n2 +1) este convergentd deoarece

n+1

= m
n—oo N2 +1

lim =0<1.

n—oo
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o0

b) Seria Y n-4™ este divergenta deoarece lim V/n-4" = lim 4{/n=4>1
n—oo

n=0 n—00

(vezi limita d), pagina 24).

TEOREMA 3.1.4. (Criteriul raportului cu limita (D’ALEMBERT)) Fie
o0

seria numericd Y ap, cu ap, > 0, VYn € N (sau, suficient, de la un loc
n=0
A ) . v . a
incolo). Presupunem ca existd lim =2t =1 € [0, +00].
n—oo 9n

a) Dacal <1, atunci Y an (C).

n=0
o0
b) Dacal > 1, atunci Y a, (D).
n=0
OBSERVATIA 3.1.3. Daca l = 1, atunci nu putem preciza natura seriei
oo
> an (caz de dubiu).
n=0
o0 o0
Pentru a exemplifica luam acelagi doua serii, »_ % si Y #, prima
n=1 n=1
1
divergenta si a doua convergenta. Totusi, lim 3 = lim 25 = 1 si
n—oo 5 n—oo "t
1
(nt1)2 2
lim % = lim 2 =1
n—00 % n—soo M2 +2n+1

n

Deci criteriul raportului nu poate fi folosit pentru studiul convergentei

.o . a
seriilor cu lim 22+l = 1.
n—oo 9n

EXEMPLE.

o0
a) Seria ) 11%:?7% este divergenta deoarece
n=1

1-6-11-...-(5n41)-[5(n+1)+1]

lim S~
1-3:5-...-(2n+1)
gy L6l (B4 1)-(nf6) 1-3-5-...-(2n+1)
nsoo 1-3-5-...-(2n+1)-(2n+3) 1-6-11-...-(5n+ 1)
n+6 5

=—->1.

o0
b) Seria ). Z; este convergentd deoarece

n=0
(n+1)3
CES )3 n! 1)2
lim 9L oy CFDE g (DT mb DTy
n—oo  Qy n—00 L' n—oo (n + )l n3 n—00 n3

ni

Daca aplicand criteriul raportului ajungem in cazul de dubiu, putem
incerca sa utilizam:
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TEOREMA 3.1.5. (Criteriul lui RAABE-DUHAMEL) Flie seria numericd
(o]
> ap, cua, >0, Vn €N (sau, suficient, de la un loc incolo). Presupunem
n=0
ca erista lim n( dn_ 1) =1¢e[0,+o0].

n—+00 On+1

[e.e]

a) Dacal > 1, atunci > ayn (C).
n=0
oo

b) Dacal <1, atunci Y a, (D).
n=0

OBSERVATIA 3.1.4. Daca |l = 1, atunci nu putem preciza natura seriei
o

> ay (caz de dubiu).
n=0

1-4-7-...(3n41)

258 (3nr2) MU functioneaza criteriul ra-

o0
EXEMPLU. Pentru seria )
n=0

portului, deoarece
1-4-7-...-(3n+1)-[3(n+1)+1]

li an4+1 1i 2:5-8-...-(3n+2)-[3(n+1)+2]
nl—>nolo a B nl_m 1-4.7-...-(3n+1)
I 1-4~7-...-(3n+1)-(3n+4) 2-5-8~...-(3n+2)
= 1m .
n—>c>02-5~8-...-(3n+2)~(3n+5) 1~4-7~...~(3n+1)
_ 3n+4 1

im =
n—oo 3n + 5

Aplicam atunci criteriul lui RAABE-DUHAMEL si constatam ca

3 5 1
lim n an —1]=1limn nt —-1)= n = - <1,
n—00 An+1 n—00 3n+4 3n+4 3

adica seria studiata este divergenta.

3.2. Serii alternate

DEFINITIA 3.2.1. O serie de numere reale care are una din formele
o0

o0
S (=1)"ay, sau Y. (—1)""a,, unde a, > 0, pentru orice n € N, se numeste
serie alternata.

Intr-o astfel de serie termenii alterneaza ca semn.

o0
TEOREMA 3.2.1. (Criteriul lui LEIBN1Z) Fie seria alternata >, (—1)"ay,
n=0
cu ap > 0, Vn € N. Daca sirul (an)nen este descrescator si lim a, = 0,
n—0o0

atunci seria este convergenta.

(o)
. (=)™ v . 1
EXEMPLU. Seria ) ) *—/— este convergenta, deoarece sirul (n)n N+
n—

descrescator si tinde la 0.

este
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3.3. Criterii de convergenta pentru serii cu termeni oarecare

o0
TEOREMA 3.3.1. (Criteriul lui DIRICHLET) Daca seria Y ay are girul
n=0
(Sn)nen al sumelor partiale marginit, iar sirul (by)nen este descrescator i
o

convergent la 0, atunci seria Y, a,by, este convergentd.
n=0

o0
TEOREMA 3.3.2. (Criteriul lui ABEL) Daca seria ) ay este conver-

n=0
o0
genta, iar girul (by)nen este monoton i marginit, atunci seria Y, apby, este
n=0
convergenta.
EXEMPLE.
o0 . . 2
3 At Sinn sinn 4
a) Studiem convergenta seriei » SRR Luam
n=1
an = sinnsinn?, b _ 1 Vn € N*
n — 9 n — n?

si aplicam criteriul lui DIRICHLET. Este evident ca (by,)nen+ este des-
o0

crescittor si lim b, = 0. In plus, seria > ay are sirul sumelor partiale
n—oo n=1
n n
k2 — k) — k2 +k
Sn = ;sinksinﬁ:;ws( )QCOS( + )

1o 1
= 52[008(!@— 1)k —cosk(k+1)] = 5[0080'1 —cosl-24cosl-2
k=1
—c082-3+---+cos(n—1)n—cosn(n+1)]

= %[coso —cosn(n+1)] = %[1 —cosn(n + 1)]

§i|9n| = 4[1—cosn(n+1)| < F(14|cosn(n+1)[) < 1(1+1) = 1, pentru
orice n € N*, adica girul (Sy,)nen+ este marginit.

o0
C . < Coe in msin n2
Din criteriul lui DIRICHLET rezulta atunci ca seria ) SR este
n=1
convergenta.
. . . X sinnsinn?cos & o
b) Studiem convergenta seriei ) —————=. Luam
n=1
sinn sinn? 1
ap = ————, b, =cos—, VneN*
n n

si aplicdm criteriul lui ABEL. In exercitiul anterior am demonstrat ca se-
oo

ria Y a, este convergenta. Pe de alta parte, sirul (b, ),cn+ este marginit
n=1
1

(Jcosi| <1, Vn € N¥) si crescitor (1 > 1 > 1 > 0, Vn € N*, iar cos
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: < ™ : 1 1
este functie descrescatoare pe (0, 5) D (0, 1], prin urmare cos ;; < cos ;37,

pentru orice n € N¥).

sin n sin n2 cos %

o0
Din criteriul lui ABEL concluzionam ca seria »

- este
n=1
convergenta.
Serii absolut convergente
o
DEFINITIA 3.3.1. Seria numerica Y a, se numeste absolut convergenta
n=0

oo
daca seria modulelor, Y |ay|, este convergenta.
n=0

TEOREMA 3.3.3. Daca o serie numerica este absolut convergenta, atunct
este st convergentd.

Putem utiliza aceasta teorema pentru a demonstra convergenta anumitor
serii care au o infinitate de termeni pozitivi i o infinitate de termeni negativi.

o0

Avantajul este ca seria Y |a,| este o serie cu termeni pozitivi, deci pentru
n=0

a o studia se pot aplica rezultatele din paragraful 3.1.

o0
: 3 <
EXEMPLU. Seria ) (—1)""; este convergenta, deoarece este absolut

n=1

00
n3
n!?
n=1

~ o0
convergenta. Intr-adevar, seria modulelor, Y [(—1)"%; este con-

n=1

vergenta (a se vedea la pagina 32).
Reciproca teoremei 3.3.3 nu este adevarata! De exemplu, am aratat ca

oo
. —1)" v . v
seria Y % este convergenta; totusi, nu este absolut convergenta, deoa-
n=1

oo

= > L1 care este o serie divergenta (e seria armonicé).
n=1

Atunci are sens sa introducem urmatoarea definitie:

[e.e]
—1)"
rece y %
n=1

DEFINITIA 3.3.2. O serie numerica convergenta, dar nu absolut conver-
genta se numeste serie semiconvergentda.
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CAPITOLUL 4
Limite de functii. Functii continue

4.1. Limite de functii

DEFINITIA 4.1.1. Fie o multime ) # A C R. Un punct a € R se numeste
punct de acumulare pentru mulfimea A dacd orice vecindtate a punctului a
are macar un punct diferit de a comun cu mulfimea A, adica daca

VYV e V(a), are loc (V\{a})NA#0D
sau, echivalent,

Ve >0, are loc (a —e,a+¢)\{a}NA#0.

Multimea punctelor de acumulare pentru multimea A poartd numele de
multimea derivatd a lui A si se noteaza cu A’.

TEOREMA 4.1.1. (de caracterizare a punctelor de acumulare cu giruri)
a€ A & Iap)neny C A\ {a} astfel incat a,, — a.

EXEMPLE.

Nicio multime finita nu are puncte de acumulare.

{1 ! n € N} = {0}.

b/ = [a,b) = (a,b) = (a,b) = [a,b], Va,b € R, a < b.

+ (luam a, = n, Vn € N in teorema 4.1.1), Z' = {—o0, +o0}
m al = —n, respectiv a2 = n, ¥n € Nin teorema 4.1.1), Q' = R’ = R.

DEFINITIA 4.1.2. Fie o multime ) # A C R si un punct a € A’. Spunem
ca functia f : A — R are limita | € R in punctul a daca YV € V(I) U €
V(a) astfel incat f(U\{a})NA) CV (adica f(x) € V, Yo € (U\{a})NA).

Altfel spus, functia f are limita [ in punctul a de acumulare pentru A
daca de indata ce luam puncte x din A suficient de apropiate de a, dar nu
egale cu a, f(x) se apropie oricat de mult de [.

Notam lim f(z) =

Tr—a

TEOREMA 4.1.2. (unicitatea limitei) Daca exista, limita unei functii
intr-un punct este unicd.

TEOREMA 4.1.3. (de caracterizare a limitei unei functii intr-un punct)
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i) im f(x) =1 (definitia cu vecinatati)
Tr—a
it) (caracterizarea analiticd cu e —0)
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dacd a,l € R: Ve > 0 35(e) > 0 astfel incit Vx € A\ {a}, cu
|z —al <9, are loc |f(x) —1| < ¢&;

dacd a = —o0, punem x < —4§ in loc de |x — a| < §;

dacd a = +o0, punem x > § in loc de |x —a| < §;

daca |l = —oo, punem f(x) < —e in loc de |f(z) — 1| <e;

daca |l = +oo, punem f(x) > ¢ in loc de |f(x) — 1] <e.

iii) (caracterizarea cu giruri) ¥Y(rn)neny C A\ {a}, cu z, — a, are loc

flay) = L.

OBSERVATIA 4.1.1. Pentru a demonstra cd o functie nu are limita intr-
un punct este convenabil uneori sa construim doud siruri care tind la punctul
respectiv, dar pentru care sirurile imaginilor al limite diferite.

ExeEmpLU. Functia f : R — R, f(x) = sinz nu are limita la 400
deoarece exista sirurile

(z1)peny C R, z) = 2nm — 400,
T
(22)nen C R, 22 = 2n7 + 5= +00,

astfel Incat

f(zl) =sin2nr =sin0=0 - 0,

f(x,%):sin(2mr+g) —sin T =110,

Folosind aceleasi doua siruri se arata ca nu exista nici lim cosz. De ase-
Tr—r00

menea, prin transformarea x = %, rezultd ci nu existd lim sin £, lim cos £.
Y y—0 Y y—=0 Y

Limite laterale

DEFINITIA 4.1.3. Fie o multime ) # A C R, o functie f : A — R gi
a € R un punct de acumulare pentru multimea AN (—o0,a) (spunem cd a
este punct de acumulare la stinga pentru A). Numdrul s € R se numeste
limita la stanga a functiei f in punctul a dacd pentru orice §ir (xn)neny C A,
cu xy, < a, Vn €N gi x, — a, are loc f(x,) — ls.
Notam lim f(z) =, sau lim f(z) = ls.
T —a z,a
r<a
DEFINITIA 4.1.4. Fie o multime ) # A C R, o functie f : A — R gi
a € R un punct de acumulare pentru multimea AN (a,+00) (spunem cd a
este punct de acumulare la dreapta pentru A). Numdrul l; € R se numeste
limita la dreapta a functiei f in punctul a daca pentru orice sir (xn)neny C A,
cu xy, > a, Vn € N gi x,, — a, are loc f(x,) — lg.
Notam lim f(z) = Iz sau lim f(x) = lg.
z\a

r —a
x> a

Limitele la stanga si la dreapta poarta numele de limite laterale ale
functiei f in punctul a.
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TEOREMA 4.1.4. (de caracterizare a limitei unei functii intr-un punct cu
ajutorul limitelor laterale) Fie o multime ) # A C R, o functie f : A - R
st a € R un punct de acumulare atat la stanga, cat si la dreapta pentru
mulfimea A. Atunci functia [ are limita in punctul a dacd $i numai dacd f
are limita la stanga si la dreapta tn a si cele doud limite laterale sunt egale.
Mai mult, in acest caz limita functiei f in punctul a este egald cu valoarea
comund a celor doud limite laterale:

tim /(@) = lim f(z) = lim f(z).

Aceasta teoremé este utild in cazul functiilor definite pe ramuri, cand
ne propunem sa studiem existenta limitei in punctul de ramificatie.
EXEMPLE.

a) Studiem existenta limitei in 1 pentru functia

2¢r+1, z<1
f:RR, f(x):{él—az rz>1

(1 este punct de acumulare pentru R). Deoarece
li f(2) = lim (20 + 1) =3,
li =lim(4—z)=3
lin (2) = lim(4 - 2) = 3
rezultd ca exista lim f(z) = 3.
z—1

b) Studiem existenta limitei in 0 pentru functia g : R* — R, g(z) = 1 (0

este punct de acumulare pentru R*, chiar daca nu apartine domeniului
de definitie al functiei). Cum

1 1
lim f(z) = lim — = — = —o0,

z 0 /0T 0-

1 1
ii\lﬂbf(w):iggzoj:+oo#—00,

rezultd ca nu exista lim f(x).
z—0

Operatii cu limite de functii
Date functiile f,g : A — R si punctul a € A’, presupunem ca exista
lim f(z) =10; € Rsi lim g(z) = lz € R. Atunci:
Tr—a Tr—a
i) f+ g are limitd In a si lim (f + g)(z) = 1 + 2 = lim f(z) + lim g(x)
T—a T—a T—a
(limita sumei este suma limitelor)
Cazuri exceptate: oo + (—00), —00 + 00

ii) daca ¢ € R, atunci ¢f are limitd in a si lim(cf)(x) = cl; = ¢ lim f(x)
Tr—a r—a

(constantele ies afara din limita)
iii) f-g are limita in a si lgn(f g)(x) =111l = 1il>n f(x)- liin g(z) (limita
produsului este produsul limitelor)

Cazuri exceptate: 0 - (+o0)
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iv) daca Iy # 0 (ceea ce implica g(x) # 0 pe o vecinatate a lui a), atunci 5

TRV - f 1 Jim fz) - N . ~
are limita in a gi lim (7> () = A =22 (limita catului este catul
roa \ g lo lim g(x)

T—a

limitelor)
1 .0 £
Cazuri exceptate: g, i%
Alte nedeterminari: 0°, (j:oo)o7 1+

Limite fundamentale:
k

N k k—1 _
i) wggloo (akaﬁ +ap_1" 4+ -+ a1z + ao) =sgn (ag) Erfoox

unde k € N* a; € R, pentru 0 <i¢ < k —14i ar #0.

m akxk + ak_ll’k_l +--taiz+ap
w—too bpaP + byp_1aPl 4 -+ + bz + by

ii)

0, daca p > k

_ ‘;—:, daca p =k
k). k—p 5

sgn (bp> mll)gloox , dacap <k,

unde k,p € N, a;,0; € R, pentru 0 <7 < k—-1,0<j5 <p-—-1si
ag, by # 0.

0, a € (_Ll)
1 a=1

. 1 xr _ )

iii) Fie a € R. Atunci mll)noloa i a>1

nu exista, a < —1

iv) lim tg z = 4o00; lim tg x = —o0
) © /'3 TN\G
V) zlgrolo arctg T = 3; hmoo arctg x = —7%
vi) lim SBE — 1 Jim &esne — iy B2 ] iy 2CET
z—0 F z—0 z z—0 T z—0 ¥
vii) daca a > 1, atunci lim log, z = +o0, lim log, x = —o0;
T—00 2\ 0
daca a € (0,1), atunci lim log, z = —oo, lim log, z = 400
T—00 2\ 0
vili) lim 22 =0, lim 22 =0 (a > 0)
T—r 00 T—00
ix) limz*Inz =0 (a > 0)
\,0
x) lim &= =0 (neN,a>1)
T—r 00
xi) lim 204 — 1 im Ina (a € (0,00) \ {1})
z—0 ) T
xii) lim(1+2)= =e, lim (1+ 1) =e
z—0
ALTE EXEMPLE.
0
da+3 O (z=D(@=3) _ -3 _ -2 _
) ilil’ll JJJ—xQ-T-:c 1 }/,linl (z—1)(22+1) — }3% 9?2—1-1 -2 = —1

.. - . 2+ +1)— 2
)t (VR 0 i et
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S& remarcam cd V2 = |z| = —x, deoarece x < 0 atunci cand z este in
vecinatatea lui —oo. Atunci limita se rescrie
1
. z+1 . z(l+ =
lim = lim ( ”3)
Y b O e S xﬁ*oo—x( 1+§—|—$i2+1>

1+ 4 1
~(Yr+i+& 1)

TEOREMA 4.1.5. Fie o multime ) # A C R, doud functii f,g: A — R
st un punct a € A’. Daca liin f(z) =0 i daca exista o vecinatate U € V(a)
r—a

pe care g este marginitda, atunci exista ligl f(x)g(x) =0 (pe scurt: produsul
r—a

dintre o functie marginita si o functie cu limita 0 are limita 0).

: T COST x
EXEMPLU. xll)ngo pra Py

mului de la numitor este mai mare decat gradul polinomului de la numarator),
iar functia cosinus este marginita pe R (Jcosz| < 1, Vz € R).

= 0 pentru ca lim = 0 (gradul polino-
T—r00

TEOREMA 4.1.6. (Criteriul majorarii) Fie o multime ) # A C R, doud
functii f,g: A — R gi un punct a € A’. Daca existal € R si U € V(a) astfel
incat |f(x) = 1| < g(x), Ve € (U\ {a})NA si li_r)n g(x) = 0, atunci exista
lim f(z) =1.

Tr—a

TEOREMA 4.1.7. (Trecerea la limitd in inegalitati)

a) Fie o mulfime nevida A C R, doud functii f,g ' A — R gi un punct
a € A astfel incat exista ligl flx) =1L eR g li_r)n g(x) =1y € R. Daca
exista o vecindatate U € V(a) astfel incait f(z) < g(x), Vo € (U\{a})NA
(sau f(x) < g(z), Yo € (U\ {a})NA), atunci l; <ls.

b) Fie o mulfime nevidi A C R, o functie f : A — R si un punct a € A’
astfel incat exista h_I)n f(x) =1 €R. Daca exista o vecindtate U € V(a)
i doua valori o, B € R astfel incat o < f(x) < B, Vo € (U\ {a})NA
(sau o < f(x) < B, Ve € (U\{a})NA), atunci a <1< .

OBSERVATIA 4.1.2. Chiar dacad inegalitatile din ipotezele celor doud sub-
puncte ale teoremei 4.1.7 sunt stricte, inegalitatile dintre limite sunt, in ge-
neral, nestricte. Altfel spus, prin trecerea la limitd in inegalitati inegalitatile
stricte se transformda in inegalitafi nestricte.

EXEMPLE.
a) Fie f,g:(0,00) = R, f(z) =1-1 g(z)=1- x%rl Deoarece z < x +1,
pentru orice z > 0, rezultd ci 0 < —— < %, Vx > 0, prin urmare

z+1

1- % <1- w%rl, Vx > 0, adica, echivalent, f(z) < g(x), Y > 0. Cu

toate acestea, lim f(x) = lim g(x) = 1.
T—r00 T—>00
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b) Fie f : (1,00) —» R, f(x) = —%. Deoarecex>1©0<§<1@
0 <1 —% < 1, rezulta ca are loc 0 < f(z) < 1, Vx > 1. Totusi,
. T 1y _
2 o) = il =2) =1
4.2. Functii continue

DEFINITIA 4.2.1. a) Fie o mulfime ) # A C R, un punct a € A i o
functie f : A — R. Spunem cd functia [ este continud in punctul
a daca YV € V(f(a)) U € V(a) astfel incit f(U N A) C V (adica
f(z) € V, YV € UnN A) (cu alte cuvinte, f este continua in punctul
a din domeniul sau de definitie daca de indata ce luam puncte = din A
suficient de apropiate de a, f(x) se apropie oricat de mult de f(a)).

b) Spunem cd o functie este discontinud intr-un punct din domeniul sau de
definitie daca nu este continud in acel punct.

c¢) Spunem cd functia f este continud pe o multime A daca f este continud
in fiecare punct din A.

TEOREMA 4.2.1. (de caracterizare a continuitatii punctuale) Fie o mul-
time ) # A C R, un punct a € A si o functie f : A — R. Urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

i) f este continud in punctul a (definitia cu vecinatati);
it) (caracterizarea analitica cu e —0) Ve > 0 30(e) > 0 astfel incat Vo € A,
cu |z —al <46, are loc |f(x) — f(a)] <e;
ii1) (caracterizarea cu giruri)
V(zp)nen C A, cu x,, — a, are loc f(xy,) = f(a).

OBSERVATIA 4.2.1. Pentru a discuta existenta limitei lim f(z) nu este
Tr—a

obligatoriu ca a sa aparfing domeniului de definitie a lui f; in schimb, pentru
a pune problema continuitatii lui f in a trebuie ca f sa fie definita in a.

Ne amintim ca pentru a calcula limita unei functii Intr-un punct a trebuie
ca a sa fie punct de acumulare pentru domeniul de definitie al functiei, ceea
ce nu este obligatoriu la studiul continuitatii. Totusi, se observa usor din
definitia 4.2.1a) ca orice functie f : A — R este continua in toate punctele
izolate din A (punctele care apartin lui A, dar nu sunt puncte de acumulare
pentru A); intr-adevar, Va € A\ A’, 3U € V(a) pentru care (U\{a})NA =10
sau, echivalent, U N A = {a} si atunci f(UNA) = f({a}) = {f(a)} C V,
oricum am alege V € V(f(a)). Din acest motiv suntem interesati mai mult
de studiul continuitatii in punctele din A care sunt si puncte de acumulare
pentru A.

TEOREMA 4.2.2. Fie) # ACR,aec ANA i f:A— R. Atunci f
este continud in a < ezxista lim f(z) = f(a).
Tr—a
OBSERVATIA 4.2.2. Functiile elementare (adica functiile polinomiale,
functiile rationale, functia putere, functia radical, functia exponentiala, func-
tia logaritmica, functiile trigonometrice directe gi inverse) sunt continue pe

domeniile lor mazxime de definitie.
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TEOREMA 4.2.3. Fie o mulfime ) # A C R, un punct a € A i doud
functii f,g: A — R continue in a. Atunci:
a) [+ g este continud in a;
b) cf este continud in a, pentru orice constantd ¢ € R;
c) [ — g este continud in a;
d) fg este continud in a;
e) daca g(a) # 0, atunci g este continud in a;
) 1f] (modulul lui f) este o functie continud in a;
g) max{f, g} si min{f, g} sunt functii continue in a.

La subpunctul g) ne-am referit la functiile:
. _{ f@), f(x) > g(x)
max{f,g}: A — R, max{f,g}(z) = { g(z), daci f(z) < g(2);
. : f(z), daca f(z) < g(x)
min{f,g}: A = R, min{f, g}(x) = <
{f 9} {f 9}( ) { g(z), dacd f(z)> g(z).
TEOREMA 4.2.4. Fie doud multimi ) # A,B C R, un punct a € A si
doud functii: f : A — B, continud in a, si g : B — R, continua in f(a).
Atunci functia go f : A = R, (go f)(x) = g(f(z)), Vx € A este continua
in punctul a (pe scurt, compunerea a doud functii continue este o functie
continud,).

Continuitate laterala. Puncte de discontinuitate de prima si a
doua speta
DEFINITIA 4.2.2. Fie o multime ) # A C R, o functie f : A — R gi un
punct a € A.
a) Daca a este si punct de acumulare la stanga pentru A, spunem ca f este
continud la stanga in a daca existd 11;11 f(x) = f(a).
x /a

b) Daca a este gi punct de acumulare la dreapta pentru A, spunem ca f este
continud la dreapta in a dacd existd li{‘n f(z) = f(a).
xX a

TEOREMA 4.2.5. (de caracterizare a continuitatii cu ajutorul continuitatii
laterale) Fie o mulfime ) # A C R, o functie f : A — R gi un punct a € A,
care este punct de acumulare la stanga si la dreapta pentru A. Atunci f este
continud tn a dacd st numai dacd este continud la stanga si la dreapta in a.

DEFINITIA 4.2.3. Fie o multime ) # A C R, o functie f : A — R gi un
punct a € A de discontinuitate pentru f. Spunem cd punctul a este:

a) punct de discontinuitate de speta I pentru f daca existd
li li R
lim f(z), xl{‘réf(x) €

(dar f nu este continud in a);

b) punct de discontinuitate de speta a II-a pentru f daca nu este punct de
discontinuitate de speta I pentru f (adica dacd ori macar una din limitele
laterale este infinita, ori macar una din limitele laterale nu exista).
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EXEMPLU. Sa se studieze continuitatea functiei f: R — R,

(z—1, daciz<-—1

sin & daca = € (—1,0)

x’

flx) =14 =14, daca z € [0,1)

x, daca z € [1,2)
22 —x, dacdxz>2
SOLUTIE.
e Pentrux € (—o0,—1), f(z) = x—1 si este continua (fiind polinom).
e Pentru a studia continuitatea functiei f in punctul z = —1 trebuie
sa-i calculam limitele laterale:
—-1) = i = li —1)=-2
D = Jim f@) = lim (= 1) = =2
1
—-1) = i = li in — =sin(—1) € (—1,1).
fl=D) = Jim f(a)= lim sin = sin(=1) € (-1,1)
In plus, f(=1) = (z — 1)|4——1 = —2. Deoarece cele doui limite
laterale iau valori distincte, reale, f nu este continua in punctul
r = —1, iar x = —1 este punct de discontinuitate de speta I pentru

f; totusi, fs(—1) = f(—1), deci f este continua la stanga in z = —1.

e Pentru z € (—1,0), f(z) = sin% si este continua (prin compunere
de functii elementare).

e Pentru a studia continuitatea functiei f in punctul x = 0 analizam
limitele laterale: limita la stanga nu exista (a se vedea la pagina
38), prin urmare x = 0 este punct de discontinuitate de speta a
I11-a pentru f; in schimb,

. . 1
£a0) = lim () = lim ——

si (0) = —L5]om0 = —1 = £4(0), deci f este continui la dreapta in
punctul x = 0.
e Pentruz € (0,1), f(z) = -1 si este continua (fiind functie rationald).

e Pentru a studia continuitatea functiei f in punctul z = 1 trebuie
sa-i calculam limitele laterale:

. : 1 1
A ey kM
1) = 1 =1 =1.
fa(1) lim f(z) = lim 2

In plus, f(1) = x|y,=1 = 1. Deoarece limita la stanga este infinita,
f nu este continua in punctul x = 1, iar x = 1 este punct de
discontinuitate de speta a IT-a pentru f; totusi, fg(1) = f(1), deci
f este continua la dreapta in x = 1.

e Pentru z € (1,2), f(z) = z si este continua (fiind polinom).
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e Pentru a studia continuitatea functiei f in punctul z = 2 1i calculam
limitele laterale:

f2) = iifﬂéf(x)zyfn%m:z
fa2) = ii\‘f%f(x):ii\f%(ﬁ—x):z.

In plus, f(-1) = (27 = 2)|p=2 = 2. Cum f,(2) = fu(2) = f(2),
functia f este continua in x = 2.
e Pentru z € (2,00), f(z) = 2* — z si este continua (fiind polinom).

In concluzie, f este continui pe multimea R \ {—1,0,1}.

Discontinuitatile functiilor monotone

DEFINITIA 4.2.4. Fie o multime ) # A C R si o functie f : A — R.
Spunem ca f este:

i) crescatoare dacaVr,y € A, cu x <y, are loc f(z) < f(y);
ii) descrescatoare daca Vr,y € A, cu x <y, are loc f(x) > f(y);
ii1) monotond dacd este crescatoare sau descrescatoare;
) strict crescatoare daca Vr,y € A, cu x <y, are loc f(x) < f(y);
v) strict descrescatoare daca Vr,y € A, cu x <y, are loc f(x) > f(y);
vi) strict monotona daca este strict crescatoare sau strict descrescatoare.

TEOREMA 4.2.6. O functie monotond are cel mult puncte de discontinu-
itate de speta I.

Proprietati ale functiilor continue definite pe intervale

TEOREMA 4.2.7. (teorema lui WEIERSTRASS) O functie continud pe un
interval inchis gi marginit este marginita si st atinge marginile pe acel in-
terval.

Mai precis: dacd a,b € R, cua < b gi f : [a,b] - R este o functie
continud pe [a,b], atunci existd o constanta M > 0 astfel incat |f(x)| < M,
pentru orice x € [a,b]; mai mult, exista doud puncte x1,x2 € [a,b] astfel
incat f(xy) = inf f(z)= min f(x) si f(z2) = sup f(x) = max f(z).

z€|a,b] z€|a,b] z€a,b] z€|a,b]

TEOREMA 4.2.8. O functie continud duce un interval intr-un interval,
adica daca f : Lipterval C R = R este continua pe I, atunci tmaginea lui f,
fI)=A{f(z) | x € I}, este tot un interval.

Teorema precedenta spune ca functiile continue au proprietatea lui DAR-
BOUX.

TEOREMA 4.2.9. Fie a,b € R, cua < b gi f : [a,b] = R o functie
continud pe [a,b]. Daca f(a) - f(b) < 0, atunci exista macar un punct
¢ € (a,b) astfel incat f(c¢) = 0. Daca f este si strict monotona, atunci

punctul ¢ este unic.
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Aceasta teorema afirmé cd dacd o functie continud ia valori de semne
opuse In capetele unui interval, atunci In mod necesar ea se anuleaza In
interiorul acelui interval.

APLICATIE. Ecuatia 2% — 42 4+ 1 = 0 are cel putin o solutie in intervalul
(0,1).

Intr-adevir, functia f : [0,1] — R, f(z) = 2® — 42 + 1 este continud pe
intervalul [0,1] (e polinom) si f(0) =1 >0, iar f(1)=1-4+1=-2<0,
de unde f(0)f(1) < 0. Din teorema 4.2.9 rezultd atunci ca existd méacar un
c € (0,1) astfel incat f(c) = 0. Acest c este solutia cautata a ecuatiei!

TEOREMA 4.2.10. Dacd f : Iiptervat C R = R este o functie continud pe

1, care nu se anuleazd pe I, atunci f are semn constant pe tot intervalul 1
(altfel spus, f(x) >0,V €1 sau f(x) <0,V el).

APLICATIE. Sa se rezolve inecuatia 23 4+ 22 — 2z > 0.

SoLuTIE. Fie f : R = R, f(z) = 23 + 22 — 20 = z(2® + 2 - 2) =
z(x + 2)(x — 1). A rezolva inecuatia din enunt este echivalent cu a gasi
punctele z in care f(z) < 0.

Functia f este continua si este clar ca -2, 0, 1 sunt singurele puncte in care
se anuleaza. Din teorema 4.2.10, pe fiecare din intervalele (—oo, —2), (—2,0),
(0,1) si (1, 00) functia f are semn constant; pentru a stabili daca functia este
strict pozitiva sau strict negativa pe unul din aceste intervale este suficient
sa calculam valoarea functiei Intr-un singur punct, ales la intamplare din
intervalul respectiv.

Cum —3 € (—o00,—2) si f(—3) = =274+ 9+ 6 = —12 < 0, rezultd ca
f < 0 pe tot intervalul (—oo, —2).

Cum —1 € (—=2,0) si f(=1) = -1+1+2> 0, rezulta ca f > 0 pe tot
intervalul (—2,0).

Cum 3 € (0,1) si f(3) = % +
intervalul (0, 1).

In final, cum 2 € (1,00) i f(2) =8+4—4 =8> 0, rezulti ci f > 0 pe
tot intervalul (1, 00).

Obtinem tabelul de variatie:

x ‘ —00 -2 0 1 ~+00
f(x) | -— 0 ++ 0 —— 0 ++
Agadar, f(z) < 0 pentru z € (—oo0,—2) U (0,1).

—-1= —% < 0, rezulta ca f < 0 pe tot

[ =
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CAPITOLUL 5
Functii derivabile

5.1. Definitii

DEFINITIA 5.1.1. Fie o multime ) # A C R, o functie f : A — R si un
puncta € AN A’

a) Spunem cd functia f are derivata in a dacd existd lim W € R; in

z—a
f (ﬂf

acest caz notam hm = f'(a) $i o numim derivata functiei f in

punctul a.
b) Spunem cd functia f este derivabild in punctul a dacd existd f'(a) € R.

INTERPRETAREA GEOMETRICA a derivatei unei functii intr-un punct:
Daca functia f : A — R este derivabild in punctul a € AN A’, atunci
dreapta de ecuatie y — f(a) = f'(a)(x — a) este tangenta la graficul functiei
f in punctul de coordonate (a, f(a)).

INTERPRETAREA CINETICA a derivatei unei functii intr-un punct:

o) = iy D =IO

este viteza instantanee a unei particule care se migca pe o dreapta, daca
functia f(¢) care da pozitia particulei la momentul ¢ are proprietatea ca
limita de mai sus exista si este finitd. Raportul w

variatia pozi‘giei)

da viteza medie

timpul scurs

a particulei in intervalul de timp [¢,t + h] (:

TEOREMA 5.1.1. Daca functia f : A — R este derivabild in punctul
ac€ ANA, atunci f este continud in a.

Reciproca teoremei 5.1.1 nu este adevaratid. De exemplu, vom arata
putin mai tarziu ca functia modul este continua in 0, fara a fi derivabila in
punctul 0.

DEFINITIA 5.1.2. Fie o multime ) # A C R, o functie f : A — R si un
punct a € A.

a) Daca a este si punct de acumulare la stanga pentru A, spunem ca functia

f are derivata la st(mga in a daca exista h}n (Q:Z(a) € R; in acest caz
T/ a
notdm lim &=/ _ = fl(a) si o numim derivata la stanga a functiei f

¢ a TO

in punctul a.
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b) Spunem cd functia f este derivabila la stinga in punctul a dacd existd
fli(a) € R.

¢) Daca a este gi punct de acumulare la dreapta pentru A, spunem ca functia
f are derivata la dreapta in a daca exista lim W € R; in acest caz

r\a
notam li{‘n W = fi(a) si 0o numim deriata la dreapta a functiei f
T \a

in punctul a.
d) Spunem ca functia f este derivabila la dreapta in punctul a dacd exista
fifa) € R.
Derivatele la stanga st la dreapta intr-un punct se numesc derivate laterale
in acel punct.

TEOREMA 5.1.2. (de caracterizare a derivabilitatii cu ajutorul derivate-
lor laterale) Fie o multime ) # A C R, o functie f : A — R $i un punct
a € A, care este punct de acumulare la stanga $i la dreapta pentru A. Atunci
f este derivabild in a dacd $i numai daca f este derivabila la stanga $i la
dreapta in a, iar cele doua derivate laterale sunt egale; mai mult, in acest
caz, valoarea derivatei este egald cu valoarea comunda a celor doua derivate

laterale: f'(a) = fi(a) = f}(a).
OBSERVATIA 5.1.1. Ezista functii care au derivate laterale diferite in
anumite puncte. Consideram ca exemplu functia modul,

x, daca x>0
—x, daca x < 0.

fR—=R, f(m):]:d:{

Aceasta functie este continua pe R, deoarece pe intervalele (—oo,0) si (0, 00)
este polinom, iar in punctul 0 avem:

fs(0) = lim f(x) = lim(—x) = 0;

z 0 z 0
0) = 1 =1 =0;
fa(0) ml{%f(x) lim 2 =0;

f(O) = x’x:ﬂ =0,

adicd £,(0) = f(0) = £(0).

De asemenea, f este derivabila pe R* si f'(z) = { 1, daciz>0

-1, daca x < 0;
in schimb,

£U0) = tim
) = 1 HZIO & iy 1= 12 110

s, din teorema 5.1.2, rezultd ca f nu este derivabila in 0.
Prin urmare, functia modul este continud in punctul 0, dar nu este de-
rivabild in 0.
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Tabelul de derivare al functiilor elementare si principalele reguli de de-
rivare sunt amintite in anexa A.l.

DEFINITIA 5.1.3. Consideram un interval deschis nevid I C R si o
functie f : I — R, derivabila in punctul a € I. Funcfia T : R — R,
definita prin T(h) = f'(a)h, Vh € R se numeste diferentiala functiei [ in
punctul a gi se noteaza cu df (a). Altfel spus,

(5.1) df (a)(h) = f'(a)h, Vh € R.

OBSERVATIA 5.1.2. 1) In timp ce derivata f'(a) este un numdr, diferentiala
df (a) este o functie.

2) Daca g(z) = x, Yo € I, atunci ¢'(x) = 1, Yo € I, prin urmare
dg(x)(h) = h, Yh € R. Cu alte cuvinte, d(x)(h) = h, Vh € R sau,
intr-o notatie mai simpla, d(xz)(h) = h, Yh € R. Atunci

(5.1) & df (a)(h) = f'(a)dz(h), Yh € R & df(a) = f'(a)dx.

Reguli de diferentiere (obtinute din regulile de derivare):
d(f+g) =df +dg

d(cf) = cdf, Ve € R constanta

d(fg) = gdf + fdg

daca g # 0, atunci d (5) =
d(fog)(a) = f'(g(a))dg(a)

5.2. Functii derivabile pe un interval

gdf—fdg
92

5.2.1. Puncte de extrem local. Teorema lui Fermat.

DEFINITIA 5.2.1. Fie f: ACR — R.

a) Un punct xg € A se numeste punct de mazim local (mazxim relativ) pentru
f daca ezista o vecinatate V. € V(xg) astfel incat f(zx) < f(xo), Vo €
VNA.

b) Un punct xg € A se numeste punct de minim local (minim relativ) pentru
f daca ezista o vecinatate V. € V(xg) astfel incat f(x) > f(xo), Vo €
VNA.

c) Un punct zy € A se numeste punct de extrem local (extrem relativ) pentru
f daca este punct de minim sau de mazxim local pentru f.

d) Un punct xg € A se numeste punct de mazim global (mazxim absolut)
pentru f daca f(z) < f(xg), YV € A.

e) Un punct z9 € A se numeste punct de minim global (minim absolut)
pentru f daca f(z) > f(xg), YV € A.

f) Un punct xy € A se numeste punct de extrem global pentru f daca este
punct de minim sau de maxim global pentru f.

g) Valorile functiei f in punctele de extrem se numesc extremele functiei.
Daca exista x1 € A astfel incit f(z1) = sup f(x), atunci f(z1) se

z€A

numeste valoare maxima o lui f pe A si scriem f(x1) = max f(z). Daca
TE
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exista xo € A astfel incat f(x2) = inijf(a:), atunci f(x2) se numeste
e

valoare minima a lui f pe A si scriem f(xa) = miﬂ f(z).
Te

OBSERVATIA 5.2.1. 1) Un punct de maxim (minim) global pentru o functie
este si punct de maxim (respectiv minim) local pentru acea functie. Un
punct de extrem local nu este insd neapdarat punct de extrem global !

2) Nu este obligatoriu ca o functie sa aiba puncte de extrem global. De
exemplu, functia strict crescatoare f : R — R nu are nici puncte de
maxim, nict de minim global.

TEOREMA 5.2.1. (FERMAT) Fie un interval nevid I C R, o functie
f:I —= R st un punct xg € int I. Daca [ este derivabila in xg §i x¢ este
punct de extrem local pentru f, atunci f'(xo) = 0.

DEFINITIA 5.2.2. Fie I C R wun interval nevid. Punctul zqg € I se
numeste punct critic (punct stationar) pentru functia derivabila f : I — R

daca f'(zp) = 0.

Atunci teorema lui FERMAT poate fi reformulata: “punctele de extrem
local interioare intervalului de definitie al unei functii derivabile se afla prin-
tre punctele ei critice”.

OBSERVATIA 5.2.2. 1) Ipoteza xo € int I este esentiald. Dacd punctul
de extrem local se gaseste in unul dintre capetele intervalului I, concluzia
teoremei mu mai are neaparat loc. De exemplu, daca f : [0,1] — R,

f(z) =z, atunci f(1) = rél[%”i] f(z) si totusi f'(1) =1 #0.

)

2) Reciproca teoremei lui FERMAT nu este adevaratd: se poate ca derivata
unet functit sa se anuleze intr-un punct care nu este de extrem. De
exemplu, functia f : R — R, f(z) = 2% are f/(0) = (3:52)@:0 = 0,
dar 0 nu este punct de extrem nici macar local pentru functie (deoarece
f(x) =23 < 0= f(0), Vz <0 si f(x) =23 >0 = f(0), Vo > 0; dar
orice vecinatate a lui 0 confine atat numere strict negative, cat si strict
pozitive).

Interpretare geometrica. Teorema lui FERMAT afirma ca in punctele
de extrem local interioare intervalului de definitie al unei functii derivabile,
graficul functiei are tangenta paralela cu axa absciselor.

5.2.2. Teoreme de medie.
TEOREMA 5.2.2. (teorema lui ROLLE) Fie a,b € R, cu a < b, §i 0
functie f : [a,b] — R. Daca:
i) f este continud pe |a,b]
it) f este derivabild pe (a,b)
i) f(a) = f(b),
atunci exista ¢ € (a,b) (nu neapdrat unic) astfel incat f'(c) = 0.
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Interpretare geometrica. Daca graficul unei functii continue pe un in-
terval admite tangenta in fiecare punct interior intervalului si daca dreapta
care uneste capetele graficului este paralela cu axa absciselor, atunci exista
cel putin un punct al graficului, diferit de extremitati, in care tangenta este
paralela cu axa absciselor.

TEOREMA 5.2.3. (teorema lui CAUCHY) Fie a,b € R, cu a < b, si
fyg:]a,b] = R. Daca:

i) f, g sunt continue pe [a,b]
ii) f, g sunt derivabile pe (a,b)
iii) ¢'(x) # 0, pentru orice x € (a,b),
atunci g(a) # g(b) si exista ¢ € (a,b) (nu neaparat unic) astfel incat
)

f(b)=f(@) _ (o)
g(b)—g(a) g'(e)”

TEOREMA 5.2.4. (teorema lui LAGRANGE) Fie a,b € R, cua <b, gi o
functie f : |a,b] — R. Daca:

i) f este continua pe |a,b]
ii) f este derivabild pe (a,b),

atunci exista un punct ¢ € (a,b) (nu neapdrat unic) astfel incat

f(b) = fla) = (b= a)f'(c).

Interpretare geometrica. Teorema lui LAGRANGE spune ca daca graficul
unei functii continue pe un interval admite tangenta in fiecare punct interior
intervalului, atunci exista cel putin un punct al graficului, diferit de capete,
in care tangenta este paraleld cu dreapta care uneste extremitatile graficului.

Consecinte ale teoremei lui Lagrange

1) Daca o functie derivabila are derivata nula pe un interval, atunci functia

respectiva este constanta pe acel interval.
2) Daca doua functii derivabile pe un acelasi interval au derivatele egale pe

acel interval, atunci diferenta lor este o constanta.

Aceste rezultate nu se pastreaza pe multimi care nu sunt intervale ! De

exemplu, functia f : (=1,0) U (0,1) — R, f(x) = { ;: i E 50711’)0)
verificd f/(x) =0, Vx € (=1,0) U (0,1) si totusi f nu este constanti pe
(=1,0)U(0,1).

EXEMPLU. Sa se demonstreze ca

t gty 1
arctg o — arctg ——— = 7, x € (—1,00).
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Fie f,g: (—1,00) = R, f(z) = arctg z, g(x) = arctg Z=%. Functiile f si

z+1"

g sunt derivabile pe intervalul (—1,00) si f'(z) = ﬁ, iar

/() 1 <:L“—1>/ (z +1)2 (z+1)—(x—1)
€T = . = .
J (@)2“ z+1 (z—12+ (z+1)? (z+1)2
z+1
2 1
= f'(x).

(12 =2z + 1)+ (@2 +20+1) a2+1

Conform consecintei 2), rezulta ca exista o constanta C' € R astfel incat
f(z) —g(z) = C, Vo € (—1,00). Pentru a afla C', dam lui = o valoare
particulard convenabild: x = 0. Obtinem

C = f(0) — g(0) = arctg 0 — arctg (—1) =0 — (—g) = %,
adica f(z) — g(z) = %, Vo € (—1,00). Cu aceasta demonstratia este
incheiata.

3) Fie I C R un interval nevid si f : I — R derivabila pe I.

Atunci:

a) Daca f’ > 0 pe I, atunci functia f este strict crescatoare pe I.

b) Daca f' < 0 pe I, atunci functia f este strict descrescatoare pe I.

¢) f' >0 pe I dacd si numai daca functia f este crescitoare pe I.

d) f/ <0 pe I daca si numai daca functia f este descrescatoare pe I.
APLICATII.

i) Studiul monotoniei functiilor si al punctelor de extrem: sa se studieze

monotonia functiei f : R — R, f(z) =23 — 12x.
Functia este derivabila pe R (e polinom) si

fl(x) =322 —12=3(2>—4) =3z +2)(x — 2), Yz € R.

Se observa ca f'(—=2) = f/(2) = 0si f'(x) < 0 pentru x € (—2,2),
f'(x) > 0 pentru z € (—oo0, —2)U(2, 00). Obtinem tabelul de variatie:

T | —00 -2 2 400
f(x) ++ 0 -- 0 ++
fl@) | =00 A 16 N\, -16 /1 +o0
max min

Agadar, f este strict crescatoare pe (—oo, —2), strict descrescatoare

pe (—2,2) si strict crescatoare pe (2,00). Prin urmare, punctul

x = —2 este punct de maxim (local, deoarece lir+n f(x) = 400,
T—r+00

deci f ia pe R si valori mai mari ca f(—2) = 16) si punctul x = 2
este punct de minim (local, deoarece ll)m f(z) = —o0, deci f ia
x —0oQ
pe R si valori mai mici ca f(2) = —16). Functia nu are puncte de
extrem global.
ii) Demonstrarea unor inegalitati: si se arate ca In(1+22) < z, Vo > 0.
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Consideram functia f : [0,00) = R, f(z) = z—In(1+2?). Constatam
ca a demonstra inegalitatea ceruta este echivalent cu a demonstra ca
f(x) >0, Yz > 0.
Functia f este derivabila pe [0, c0) si
2z (1—2x)2
"(z)=1- = Va € [0, 00).

fa)=1- o = S5 e e o,00)
Se observa cd f/(1) = 0si f'(z) > 0, Va € [0,00) \ {1} (pétratul unui
numar real nenul este strict pozitiv). Obtinem tabelul de variatie:

z |0 1 400
f(x) ++ 0 ++
fx)(0 4 1—-In2 N

Asadar, f este strict crescatoare pe [0,1) si pe (1,400). Cum cea
mai mica valoare a functiei corespunde celui mai mic x, adici este
f(0) =0, rezulta ca functia este pozitiva pe [0, 400), ceea ce incheie
demonstratia.

TEOREMA 5.2.5. Fie un interval nevid I C R, un punct a € I' si o
functie f: 1 — R, continud pe I si derivabila pe I\ {a}. Daca exista
lim f'(z) € R, atunci f are derivatd in a si f'(a) = lim f'(x) € R. Daca
Tr—a r—a
f(a) = liin f'(x) € R, atunci f este derivabild in a, iar f' este continud

X a
n a.
Aceasta teorema ne permite si calculam mai ugor derivatele laterale ale

unei functii intr-un punct si sa aflam daca functia are derivata in acel punct.
EXEMPLU. Sa se studieze derivabilitatea functiei:

e —x—1, dacaz <0
[ R—=R, f(x)—{ln(x+1), daca = > 0.

SOLUTIE. Verificam daca suntem in ipotezele teoremei 5.2.5.
Studiem continuitatea lui f:
e pentru = € (—00,0), f(x) = €2* —x — 1 si este continua (prin
operatii si compuneri cu functii continue);
e pentrux € (0,00), f(x) = In(z+1) si este continua (prin compuneri
de functii continue);

e pentru z = 0 avem
1s(0) ml}% f(z) ml}%(e r—1)=e -0 0;
= 1 = lim | 1) =In1=0;
fu0) = lim f(x) = lmIn(@+1) = In1 =0
F0) = In(e+1)],mg =0,

adica f5(0) = f4(0) = f(0), ceea ce demonstreaza continuitatea lui
fin 0.
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Asadar, f este continua pe R.
Studiem derivabilitatea lui f. Functia este derivabila pe R* si

ra ={

2e2* — 1, dacixz <0

%H, daca x > 0.
In plus,
£0) = lim (@) = g%@e% 1)=2¢"—1=1;
Fi0) = i fa) = lim — = s = 1= £10)

i atunci exista lir% f'(x) =1 € R. Din teorema 5.2.5 rezulta ca f este
z—>
derivabila in 0 si f/(0) = 1.
In concluzie, f este derivabila pe R si

2e?* — 1, dacaz <0
fl(x) =4 1, daca z =0
ﬁ, daca z > 0.
5.2.3. Regula lui ’Héspital. Fie un interval nevid I C R, un punct
a € I' gi doua functii f,g: I\ {a} — R astfel incat
i) lim f(z) = lim g(z) = 0 sau lim |g(z)| = oo
i) f, g sunt derivabile pe I \ {a}
ii) ¢'(z) #0, Ve € I'\ {a}
) !

iv) exista ;1_1% 7@ = leR

Atunci existd lim £ = [,
z—a 9(@)

5.3. Derivate de ordin superior. Formula lui Taylor. Diferentiale
de ordin superior

DEFINITIA 5.3.1. Spunem ca o functie [ : Lipterval deschis C R — R este
de doud ori derivabila in punctul a € I daca f este derivabild pe o vecinatate
a lui a si deriata f' este derivabild in a.

Notam f”(a) = (f')'(a) si o numim derivata a doua (derivata de ordinul
II) a lui f in a.
Recurent, derivata de ordinul n a lui f In punctul a este

™) = (f"YY(a), pentru n € N, n > 2.

TEOREMA 5.3.1. (formula lui TAYLOR) Fie [ : Linterval deschis C R — R
o functie derivabila de (n+ 1) ori pe I i fie un punct a € I. Atunci pentru
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orice x € I exista un c intre x $i a astfel incat

f@) = @)+ 1 @)@ —a) + o (@)~ ) ot O @) )"
1
(n+1)!

restul LAGRANGE de ordin n

+ f("+1)(c)(x - a)n—H

In particular, pentru a = 0, gasim formula lui MACLAURIN:

(52 @)= F0)+ 7O+ oy f/ (0 + -+ - fO(0)a”

_l’_

(n+1) n+1
nt 1)!f (x)z™*, unde 6 € (0,1).
Aceste formule sunt folosite pentru aproximarea functiilor, pentru aflarea
punctelor de extrem sau pentru calculul limitelor de functii.
EXEMPLE de aplicare a formulei lui MACLAURIN:
a) Fie f : R — R, f(z) = ¢*. Functia f este derivabila de oricate ori pe R
si f(z) = e, Vo € R, Vn € N*, de unde f(™(0) = 1, Vn € N*. Prin

urmare,

1 1 1 1
x __ = o 2 N Oz n+1 *
e _1+1!gj—|—2!x + +n!x +(n+1)!e 2", unde 0 € (0,1), n € N*.

b) Fie f : R —» R, f(z) = sinz. Functia f este derivabila de oricate ori
pe R. Fie, de exemplu, n = 5. Calculand primele 6 derivate ale lui f,
obtinem:

. 11 1 1.
sing = 32 — gl‘?’ + ax5 ol 6 sin(fzx), unde 6 € (0,1).
c) Fie f : R — R, f(z) = cosz. Functia f este derivabila de oricate ori

pe R. Fie, de exemplu, n = 5. Calculand primele 6 derivate ale lui f,
obtinem:

1 1 1
cosr=1-— 5:1:2 + jafl - aa:G cos(fx), unde 0 € (0,1).

DEFINITIA 5.3.2. Fie o functie f : Linterval deschis € R — R o functie

de doud ori deriwabild in punctul a € I. Numim diferentiald de ordin 2 a
functiei f in punctul a, notatd d*f(a), functia

d*f(a): R =R, d’f(a)(h) = f"(a)h?
— 2 Y d2ng- A
o (@) = (@) () "2 a)de
(d?f(a) este diferentiala diferentialei de ordin 1 corespunzdtoare aceluiasi
dx).
Recurent,
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DEFINITIA 5.3.3. Fie o functie [ : Linterval deschis € R — R o functie de
n ori derivabila in punctul a € I. Numim diferentiald de ordin n a functiei
f in punctul a, notata d" f(a), functia

d"f(a): R =R, d"f(a)(h) = f™(a)h"

= d"f(a) = f®(a)(dx)" "Z" [ (a)dz"
= ) = @) ) 0
(d" f(a) este diferentiala diferentialei de ordin (n — 1) corespunzatoare ace-
luiasi dz ).

5.4. Reprezentarea grafica a functiilor

Etapele realizarii graficului unei functii f sunt:

A) Variatia functiei
1) Domeniul de studiu al functiei
a) se afla domeniul maxim de definitie D al functiei
b) se studiaza paritatea/imparitatea sau periodicitatea functiei
O functie f definita pe un domeniu D simetric in jurul originii
este:
o para daca f(—z) = f(z), Vo € D;
o tmpara daca f(—x) = —f(x), Vo € D.
Pentru o functie para sau impara studiem doar restrictia functiei
la DN [0,00), deoarece:
o dacd f este para, atunci graficul ei este simetric fatd de axa
ordonatelor Oy;
o dacd f este impara, atunci graficul ei este simetric fata de
originea O.
O functie f este periodica daca exista o constanta 7' > 0 astfel
incat f(x+7T) = f(x), Vx,z+T € D. Cea mai mica constanta T
pentru care are loc aceasta relatie se numeste perioada principala
a functiei.
Daca f este periodica, de perioada principald Ti,;y,, studiem doar
restrictia lui f la DN|0, Tynin] (pentru ca graficul functiei se repeta
pe fiecare interval [T min, (k + 1)Tmin), cu k € Z). Daca functia
este, In plus, parda sau impara , studiem doar restrictia lui f la
Do, Ly ).
c) se afld intersectia graficului lui f cu axa yy' (f(0) =...);
d) se afld intersectia graficului lui f cu axa z2’ (f(z) =0& 2 =...).
2) Asimptotele functiei
a) continuitatea functiei si asimptotele verticale
Fie f: D CR — R i € R un punct de acumulare pentru D.
Dreapta = « este asimptota verticala la stanga a lui f daca si
numai daca exista lim f(x) = +oo.
o
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Dreapta z = « este asimptota verticala la dreapta a lui f daca si
numai daca exista lim f(x) = +oo.
N\

Se observa ca pentru a gasi eventualele asimptote verticale ale lui
f trebuie sa cautam punctele de discontinuitate de speta a doua
pentru f.

b) asimptote orizontale
Fie f:DCR—-RsgileR.
Daca D contine un interval de forma (a,+0o0), atunci dreapta
y = [ este asimptota orizontala spre +oo a lui f daca si numai
daca exista lim f(x) =1.
T—+00

Daca D contine un interval de forma (—oo,a), atunci dreapta
y = [ este asimptota orizontala spre —oo a lui f daca si numai

daca exista EI_II flx) =1L

Daca f are asimptota orizontala spre +o00o (respectiv, —o0), atunci
NU are asimptotad oblica spre +00 (respectiv, —o0).

In caz c& f nu are asimptota orizontala spre +oo sau spre —oo,
cautam eventuale:

c) asimptote oblice
Fie f:DCR—RsimeR" nekR.
Daca D contine un interval de forma (a,+00), atunci dreapta
y = mx + n este asimptota oblica spre +oo a lui f daca si numai

f@

hI_P

dacs exista T—+00

aCa exista lim [f(x) _ mx} —n
r—r-+00

Daca D contine un interval de forma (—oo,a), atunci dreapta
y = mx + n este asimptota oblica spre —oo a lui f daca si numai

f@

lim
daca exista ¢ 77

lim [f(z)—mz] =n.

T—r—00

OBSERVATIA 5.4.1. Pentru a pune problema existentei unor even-
tuale asimptote orizontale/oblice spre +oo (respectiv, —oo) ale lui
f, trebuie ca domeniul de studiu al functiei f sa fie nemarginit
spre +00 (respectiv, —oo ). De exemplu, o functie periodica nu are
niciodata asimptote orizontale sau oblice, pentru ca domeniul sau
de studiu este marginit.

3) Derivata intai
a) se calculeaza f’ si se afla domeniul ei maxim de definitie Dy C D;
b) se determina eventualele puncte de intoarcere sau unghiulare
Punctul a € D este punct de intoarcere al graficului lui f daca f
este continua in a si f)(a) = 400, iar fi(a) = —oo (sau invers).
Punctul @ € D este punct unghiular al graficului lui f daca f
este continua In a si exista ambele derivate laterale ale lui f in
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a, cel putin una dintre ele fiind finita, dar f nu este derivabila
in a (semitangentele la stanga si la dreapta in a la graficul lui f
formeaza un unghi a € (0, 7)).
Evident, punctele de intoarcere sau unghiulare ale graficului lui f
se cauta in D\ D; (multimea punctelor in care f este bine definita,
dar nu derivabila).
c¢) se afla zerourile i semnul lui f’, obtinandu-se astfel intervalele de
monotonie si punctele de extrem local ale functiei f.
Mai precis, ne amintim ca:
¢ daca f’ > 0 pe un interval, atunci f este strict crescatoare pe
acel interval;
¢ daca f’ < 0 pe un interval, atunci f este strict descrescatoare
pe acel interval.
4) Derivata a doua
a) se calculeaza f” si se afla domeniul ei maxim de definitie Do C Dy;
b) se afla zerourile gi semnul lui f”, ceea ce ne va furniza intervalele de
convexitate a lui f si eventualele puncte de inflexiune (= punctele
in care f este continua si isi schimba convexitatea).
Mai precis:
¢ dacd f” > 0 pe un interval, atunci f este strict convexa pe
acel interval (”tine apa” |J);
o dacd f” < 0 pe un interval, atunci f este strict concava pe
acel interval ("nu tine apa” ).
Riguros,

DEFINITIA 5.4.1. O functie f : Liptervat C R = R se numeste:
i) convexa daca

fOx+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =N f(y), Yo,y € I,YA € [0,1];
i) strict converd dacd
fOzx+ 1 =Ny) <Af(x)+ Q=N f(y), Yo,y eI, x#y, YA€ (0,1);

i11) concava dacd functia —f este convezd;
i) strict concava daca functia —f este strict convexa.

5) se trec toate informatiile obtinute mai sus in tabelul de variatie:

f'(=)
B) Reprezentarea grafica a functiei

1) se reprezinta asimptotele gi comportarea functiei fata de ele;
2) se reprezinta:
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¢ punctele de extrem si comportarea functiei fata de ele;
¢ punctele de inflexiune;
¢ eventualele puncte unghiulare si de intoarcere;
3) se reprezinta punctele de intersectie cu axele.
Se unesc aceste puncte tindnd cont de monotonia si convexitatea functiei.
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CAPITOLUL 6

Integrala nedefinita. Integrala Riemann

6.1. Integrala nedefinita

DEFINITIA 6.1.1. Fie o functie f : Liptervat € R — R. Spunem ca f
admite primitive pe I daca exista o functie F': I — R, derivabila pe I, astfel
incat F'(x) = f(x), Vo € I. Functia F se numeste primitivd a functiei f
pe I.

Observam ca daca F' este o primitiva a lui f pe I, atunci F' + C, unde
C € R este o constanta, este si ea primitiva a lui f pe I (spunem ca primitiva
lui f este unica pana la o constanta aditiva).

Numim integrald nedefinitd a functiei f pe I multimea tuturor primiti-
velor functiei f pe I; aceasta se noteazd [ f(x)dx

In anexa A.2 amintim tabelul de integrale nedefinite.

TEOREMA 6.1.1. Fie f,g : Iintervat € R — R doud functii care admit
primitive si A € R. Atunci functiile f4+g si Af admit, de asemenea, primitive
pe I si au loc relatiile:

Jts@ + gtande = [ s@yin+ [ gais
/)\f(x)d:c:)\/f(x)da:

TEOREMA 6.1.2. (Formula de integrare prin parti)
Daca f,g9 : Lintervat € R — R sunt functic derivabile, cu derivatele
continue pe I, atunci functiile f'g si fg' admit primitive pe I si

[ 1@ @ = 1@)gta) - [ 1)

TEOREMA 6.1.3. (prima metoda de schimbare de variabila) Fie I, J in-

tervale reale i

IA74R

functii cu proprietatile:

i) ¢ este derivabila pe I;

it) f admite primitive pe J; fie F' o primitiva a sa.

Atunci functia (f o @) - ¢’ admite primitive si F o ¢ este o primitivd a
sa, adicd

/f (x)dr = Fop+C.
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TEOREMA 6.1.4. (a doua metodda de schimbare de variabila) Fie I,J

intervale reale si

I8 74R

functii cu proprietatile:
i) @ este bijectiva, derivabila, cu derivata nenuld pe I;
i) functia (f o ) - ¢’ admite primitive; fie H o primitivd a sa.
Atunci functia f admite primitive si Hop ™! este o primitivd a sa, adicd

/f(a:)dx =Hop '4cC.

6.2. Integrala Riemann

TEOREMA 6.2.1. (Formula lui LEIBNIZ-NEWTON) Fie f : [a,b] = R o
functie integrabila RIEMANN pe [a,b], care admite primitive pe [a,b]. Atunci
pentru orice primitiva F' a lui f are loc egalitatea

b b
| f@de = Fla)

TEOREMA 6.2.2. (Formula de integrare prin parti)
Daca f,g : [a,b] — R sunt functii derivabile, cu derivatele continue pe
[a,b], atunci functiile f'g si fg' sunt integrabile RIEMANN pe [a,b] $i

b b b
/ f(@)d (@)dz = f(2)g(z)| — / F(@)g(a)d.

= F(b) — F(a).

a
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CAPITOLUL 7
Integrale improprii

DEFINITIA 7.0.1. Fie f : [a,b) — R, integrabila RIEMANN pe [a, (],
pentru orice ¢ € [a,b). Spunem ca f este integrabila pe [a,b) dacd exista
C

li}rl [ f(z)dz € R.

c b
Notam lini [ f(z)dz = [ f(z)dz si o numim integrald improprie (sau
€/ Va a
generalizata).

Daca f este integrabila pe [a,b), spunem ca [ f(x)dx converge (si notam

b
[ f(z)
b R c
[ f(z)dz (C)). In caz contrar (adicd dacd li}rll)f f(x)dx este infinitda sau nu
b b
existd), spunem cd [ f(x)dz diverge (si notdm [ f(z)dz (D)).
b

) b
In mod analog, pentru f : (a,b] — R, li{n [ fx)dz = [ f(z)dz.
c \a c a
Clasificarea integralelor improprii:
e de speta I (de tipul I) - intervalul de integrare este nemarginit:

b=+4o00saua=—c0
b

0o c b
| f(z)dz = Clggoff(x)dx, _f f(z)dx = CEI_nooff(x)dx,

9] d 9]
[ fx)dz = [ f(z)dz+ [ f(z)dz, unde d € R (dacd existd am-
—00 —00 d

bele integrale)
e de speta a II-a (de tipul II) - intervalul de integrare este marginit,
dar functia este nemarginita in vecinatatea unui punct, numit punct

b
singular: [ f(z)dz, cu b punct singular sau a punct singular
a
Daca atat a, cat si b sunt puncte singulare, atunci
b d b
[ f(z)dz = [ f(z)dx + [ f(z)dz, unde d € (a,b) (dacd exista
a a d

ambele integrale)
e de speta a IIl-a (mixte) - intervalul de integrare este nemarginit si
functia este nemarginita:
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b d b
- dacd b este punct singular, [ f(z)dz = [ f(z)dz+ [ f(z)dz,
—00 —00 d
unde d < b (daca exista ambele integrale)

d 00
- daca a este punct singular, [ f(z)dz = [ f(z)dz+ [ f(z)dz, unde
a d

a
d > a (daca exista ambele integrale)
(pe scurt: dacd apare mai mult de un punct singular, se izoleaza
punctele singulare; se reduc la integrale de speta I si a II-a)

7.1. Criterii de convergenta pentru integrale din functii pozitive

Enuntam aceste rezultate pentru functii definite pe [a,b) (b punct sin-
gular, care poate fi finit sau 4+00); ele se reformuleaza analog pentru functii
definite pe (a,b] (a punct singular, care poate fi finit sau —c0).

TEOREMA 7.1.1. (Criteriul de comparatie cu inegalitati)
Fie f,g:[a,b) — [0,00), cu f(z) < g(z), Yz € [a,b). Au loc:
b

g(z) dz este convergentd, atunci si [ f(x)dx este convergentd;
a
b

b
b) dacd [ f(z)dx este divergentd, atunci i [ g(x)dz este divergentd.
a

a

a) daca

8 —

TEOREMA 7.1.2. (Criteriul de comparatie cu limita)
Fie f,g:[a,b) — [0,00), astfel incat sa erxiste lim GO [0,00]. Au loc:
x /b g9(z)

b b
a) daca | € (0,00), atunci integralele [ f(x)dz si [ g(z)dx au aceeasi na-
a a
tura;
b b
b) dacil =0 gi [ g(x)dx este convergenta, atunci si [ f(x)dx este conver-
a a
genta;
b b
¢) dacd l = oo si [ g(z)dx este divergentd, atunci si [ f(z)dx este diver-
a a
genta.

Drept integrala de comparatie se alege, de multe ori,

0 Jo ' convergenta pentru a > 1
/

— (pentru integrale de tip I)
r N\, divergenta pentru a <1

by * convergenta pentru A < 1
x ‘ .
/ b—) (pentru integrale de tip II)

a (b—2) N\, divergenta pentru A > 1
Obtinem astfel:

TEOREMA 7.1.3. (Criteriul in o) (pentru integrale de tipul 1)
Fie f: [a,00) — [0,00).
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o0
a) Daca exista oo > 1 astfel incat sa existe li_}rn z®f(x) < oo, atunci [ f(z)dz
x o
a

este convergentd.

o
b) Daca exista o < 1 astfel incat sa existe li_>m z*f(x) > 0, atunci [ f(z)dx
x oo
a

este divergentd.
TEOREMA 7.1.4. (Criteriul in \) (pentru integrale de tipul II)
A) Fie f :[a,b) — [0,00).
a) Daca exista A < 1 astfel incat sa existe li}})(b — ) f(x) < o0, atunci
xX

b
| f(z)dz este convergentd.
a

b) Daca exista A > 1 astfel incat sa existe li;ri(b — ) f(x) > 0, atunci
x

b
| f(z)dx este divergentad.

a
B) Fie f: (a,b] — [0,00).
a) Daca exista A < 1 astfel incdt sa existe h{‘n(x —a) M f(z) < oo, atunci
T \a

b
| f(z)dx este convergentd.

a
b) Daca exista A > 1 astfel incdt sd existe li{(n (x — a)*f(x) > 0, atunci
xr \a

f(x) dx este divergenta.

8 —

7.2. Criterii de convergenta pentru integrale din functii cu semn
variabil

Enuntam aceste rezultate pentru functii definite pe [a,b) (b punct sin-
gular, care poate fi finit sau +00); ele se reformuleaza analog pentru functii
definite pe (a,b] (a punct singular, care poate fi finit sau —o0).

TEOREMA 7.2.1. (Criteriul lui DIRICHLET )

b
Fie f,g: [a,b) — R. Dacd [ f(z)dz are integralele partiale marginite (adicd
a

[

[ f(z)dx

a

exista o constanta M > 0 astfel incdt < M, Ve € [a,b)), iar g

b
este monotona i li}rig(a:) =0, atunci [ f(z)g(x)dz este convergentd.
x a

TEOREMA 7.2.2. (Criteriul lui ABEL)

b
Fie f,g:[a,b) = R. Daca [ f(z)dx este convergentd, iar g este monotond
a

b
st marginita, atunci [ f(x)g(z)dx este convergentd.
a
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CAPITOLUL 8
Serii de functii

8.1. Siruri de functii
Fie o multime ) # A C R si un sir de functii f, : A — R, unde n € N*.
Daca zg € A, atunci valorile functilor f,, in punctul zy formeaza un gir
numeric: (fn(0))nen--
DErFINITIA 8.1.1. Fie un gir de functii f, : A — R, unde n € N*.
Spunem ca (fn) converge punctual (simplu) pe A la functia f : A — R
(si notam fn%f) daca girul numeric (fn(x))nen+ converge la f(x) pentru

fiecare © € A.

Conditia ca fn%) f se traduce analitic prin:

DEFINITIA 8.1.2. Fie sirul de functii f, : A = R, cun € N*. Spunem
ca fn%f daca Vxr € A Ve > 0 dn(e,x) € N* astfel incat Vn > n(e, z) :
[fulz) = f(@)] <e.

EXEMPLE.

1) Fie f, : [0,1] = R, fu(x) = 2™, ¥n € N*.

Cum pentru z € [0,1), lim 2™ =0 gi pentru x = 1, lim 1" = 1, rezulta
n—oo n—oo

. 0, zel0,1

ca fn—>[(f1]f, unde f:[0,1] = R, f(x) = { - :[1' )

2) Fie f, : [0,00) = R, fu(z) = Lx Vn € N*.

1+n
Avem lim f,(0) = lim 0= 0. De asemenea,
n—oo n—oo
z z 1
< n = —_— = ) v 5 9 V N*
0 < fu(x) 1+mﬁ<mc - x € (0,00), Vn €

si, cum lim 1 =0, rezultd cd lim f,(z) =0, Vz € (0,00) (din criteriul
n—00 n—r00

cleste). Prin urmare, f, 250.
[0,00)

Ne punem urmatoarea problema: daca fn% f si fiecare dintre functiile

fn poseda o proprietate P (de exemplu: marginire, continuitate, integrabi-
litate, derivabilitate, etc.), oare functia limita f are si ea proprietatea P?
Raspunsul este nu (a se vedea EXEMPLUL 1: functiile f,, sunt continue pentru
orice n € N, in vreme ce functia limitd f este discontinud in 1).
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Atunci introducem:

DEFINITIA 8.1.3. Fie sirul de functii f, : A > R, cun € N*. Spunem
ca (fn) converge uniform pe A la functia f : A — R (si notam fn%f) dacad

Ve > 0 3n(e) € N* astfel incat Yn > n(e) : |fo(z) — f(z)] <€, Vo € A.

Facem observatia ca daca fn% f, atunci fn% f (nu gi reciproc - a se

vedea EXEMPLUL 1 !)
Reluam exemplele precedente:
EXEMPLE.

1) Fie f, : [0,1] = R, fn(z) = 2", ¥n € N*. Presupunem prin reducere la
absurd ci f,——0. Luim & = % in definitia 8.1.3 a uniformei convergente
0,1

)

= IN = n(3) € N* astfel incat ¥n > N : |2" — 0| < %, Vz € [0,1).
———

xn

In particular, rezultd c& 2V < %, Vz € [0,1). Trecand la li/m1 , obtinem
xr

1< %, contradictie. Deci presupunerea facuta este falsa: (f,,) nu converge
uniform pe [0,1) la 0.

2) Fie f,:[0,00) = R, fu(a) = —

:1+nx

, Vn € N*. Am demonstrat ca

1
0 < fulz) < . Vx € (0,00), Vn € N*.

In plus, fn(0) =0, Vn € N*; prin urmare,

1
(8.1) 0< fulz) < - Vo € ]0,00), Vn € N*.
Scriind definitia analiticd pentru ILm % =0, avem ca
1
(8.2) Ve > 0 dn(e) € N* astfel incat Vn > n(e) : ~<e

Combinand relatiile (8.1) 5i(8.2), rezulta ca
1
Ve > 03n(e) e N a. 1. Yn > n(e) : |fn(z)—0]| = fu(z) < — < e, Vz € [0, 00),
n
adics f, — 0.
[0,00)

TEOREMA 8.1.1. (criteriul majordrii) Fie ) # A CR si fn,f: A =R,
unde n € N*. Daca exista un gir numeric (a,) C [0,00), an — 0, astfel
incat | fn(x) — f(2)] < an, Vn € N*, Vo € A, atunci fn%f.

8.2. Convergenta uniforma a seriilor de functii
DEFINITIA 8.2.1. Fie o mulfime() # ACR si f, : A = R, cun € N*, un
o0

gir de functii . Spunem cd seria de functii >, f, este convergentd punctual
n=1
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n
(simplu) pe A daca sirul sumelor partiale s, = > fi este convergent punc-

k=1
tual pe A. Daca f este limita sirului (sp)nen+, atunci f se va numi suma
o0
seriei de functii >, f, in sensul convergentei punctuale i notam aceasta
n=1

prin 21 fo=f.
DEFINITIA 8.2.2. Fie o mulfime() # ACR si f, : A — R, cun € N*, un

gir de functii . Spunem cd seria de functii Y fn este uniform convergentd
n=1
n

pe A daca sirul sumelor partiale s, = >, fi este uniform convergent pe A.
k=1

o0
Daca sn%f, atunci f se va numi suma seriei de functii », f, in sensul
n=1

[e.°]
convergentei uniforme si notim aceasta prin Y. fun=f.
n=1

Daca f, : A = R, cun € N*, atunci multimea B C A a tuturor punctelor
oo

in care seria »_ f, converge punctual se numeste multimea de convergenta
n=1

[e.@]
a seriei Y fn.
n=1

DEFINITIA 8.2.3. Fie sirul de functii f, : A — R, cun € N*. Spunem
[e.°]
ca seria de functii Y, fy este absolut convergenta pe A daca seria de functii
- n=1
> | fu| este convergenta punctual pe A.
n=1

8.2.1. Criterii de convergenta uniforma.

TEOREMA 8.2.1. (criteriul lui WEIERSTRASS) Fie girul de functii
fn:i A= R, cun € N*. Dacd existd o serie numerica cu termeni pozi-

[o¢]
tii convergenta Y ay astfel incdt |fn(z)| < an, Yn € N*, Vo € A, atunci
n=1

o
seria de functii Y, fn este uniform si absolut convergentd pe A.
n=1

sin nx

oo
EXEMPLU. Seria de functii Z e este uniform gi absolut conver-
n?+x

n=1
genta pe R, deoarece

sin nx
n? + x?

|sinnz| _ |sinnx| 1 .
:n2+x2§ 2 SE,VTLGN,VH?GR,

oo
iar seria de numere reale cu termeni pozitivi » n% este convergenta (e seria
n=1
armonica generalizata cu a = 2).
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Un gir de functii b, : A — R, cu n € N* este uniform marginit pe
multimea A dacé exista o constantd M > 0 astfel incat
|hn(z)| < M, Yn € N, Vz € A.
TEOREMA 8.2.2. (criteriul lui DIRICHLET) Fie f,,g, : A — R, unde
n € N*, doud siruri de functii. Daca seria i fn are girul sumelor partiale
uniform mdrginit, sirul numeric (gn(x))nen :este monoton descrescator pen-
tru orice x € A gi gn%) 0, atunci seria de functii i fngn este uniform

n=1
convergentd pe A.

EXEMPLU. Studiem cu ajutorul criteriului lui DIRICHLET convergenta
[o.¢]

seriei de functii ) % pe multimea [T, 37].

272
n=1
Fie fu, 90 : [3, 37“] = R, fo(z) =sinnz, g,(z) = %, Vn € N*,
o0
Sirul sumelor partiale ale seriei ) sinnx este:
n=1
sp(x) =sinz +sin2x 4 - - +sinne = ——— (QSIH*SIHCC + 2sin — sin 2z
2sin 5 2 2
oo 2sin - sinna ) + o
sin — sinnx ) = 0S — — COS — + COS — — COS —
2 QSin% 2 2 2 2
(2n — 1)z 2n+1)z\ 1 x (2n+ 1)z
+ cos 5 cos 5 sy r cos 5 cos 2 .
Atunci
2n+1)z
\cos%|—|cos(#| 2 1 1
< < = < =2
fsn()] < 2|sin §| T 2[sing| sing T sin} vz,

pentru orice x € [7, 37“] si orice n € N*. Agadar, sirul (s,) este uniform

mérginit pe [Z, 27].

In plus, (gn) este un gir numeric descrescator la 0, deci indeplineste
conditiile teoremei precedente. Prin urmare, seria din exemplu este uniform
convergenta (dar nu absolut convergentd !) pe intervalul [Z, 27].

TEOREMA 8.2.3. (criteriul lui ABEL) Fie fn,gn: A — R, unde n € N*,

o

doud siruri de functii. Daca seria Y, fn este uniform convergenta pe A,
n=1
iar girul (gn)nen+ este uniform marginit i (gn(x))nen+ este monoton pentru

o0
orice x € A, atunci seria de funclii Y, fngn este uniform convergentd pe A.
n=1

EXEMPLU. Stuidem cu ajutorul criteriului lui ABEL convergenta seriei
o0
de functii ) (—1)"%- pe [0, 1].

n=1

Fie fn,gn 1 [0,1] = R, fyu(z) = (—;)"7 gn(T) = 2", ¥n € N*.
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o0

Observam ca seria numerica »

n=1
LEIBNIZ (de la serii de numere reale), deci este si uniform convergenta ca
serie de functii.

Pe de alta parte, |gn(z)| <1, Vn € N*, Vx € [0, 1], ceea ce demonstreaza
ca girul de functii (g,) este uniform marginit. De asemenea, pentru orice
x € [0,1], sirul (gn(z))nen+ este monoton (descrescator pentru x € (0,1) si
constant pentru x € {0,1}).

Conform criteriului lui ABEL, seria din exemplu este uniform conver-
genta pe [0,1] (dar nu si absolut convergenta).

(="

n

este convergenta din criteriul lui

OBSERVATIA 8.2.1. Adeseori, in practica, vom avea asiguratd condifia

de uniforma convergentd sau de mdrginre uniforma dacd sirul (g,) este un
o0

§ir numeric sau seria Yy, f, este o serie numericd, precum in exemplele
n=1
anterioare.

Urmatorul rezultat este un corolar al criteriului lui DIRICHLET:

TEOREMA 8.2.4. (criteriul lui LEIBN1Z) Daca f, : A — R, cun € N¥,
este un gir descrescator pentru orice x € A si fn% 0, atunci seria de functii

(e8]
> (=1)" fy, este uniform convergentd pe A.
n=1

8.2.2. Proprietati ale seriilor uniform convergente.

TEOREMA 8.2.5. Fie f, : A = R, cun € N*, un sir de functii astfel
(o]

incat seria Y. fn sa fie uniform convergenta pe A la functia f. Dacad fp
n=1
sunt functic marginite pe A, atunci $i suma f a seriei este marginitd pe A.

TEOREMA 8.2.6. Fie f, : A = R, cun € N*, un sir de functii astfel
o0

incat seria Y, fn sa fie uniform convergentd pe A la functia f. Dacd xg € A’
n=1
st exista lim f,(z) pentru orice n € N*, atunci exista lim f(x) si
T—x0 T—T0

(s 701 =) i, (i fn<~'r>> - i (s 1),

n—
TEOREMA 8.2.7. Fie f, : A = R, cu n € N*, un sir de functii astfel
o0

incdt seria Y. fn sd fie uniform convergentd pe A la functia f. Daca fp
n=1

sunt functii continue intr-un punct xg € A (respectiv, pe A), atunci si suma

f a seriei este continud in xqy (respectiv, pe A).

TEOREMA 8.2.8. Daca fyn : [a,b] = R, cun € N*, este un sir de functii

o0
integrabile RIEMANN pe [a,b], iar seria Y f, este uniform convergentd pe
n=1
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[a,b] la functia f, atunci f € R([a,b]) si

b - b
a/ (; fn(a;)> dr = nzz:l /fn(m)dx

a
TEOREMA 8.2.9. Daca fr, : I — R, cun € N* este un gir de functi

o0
derivabile pe intervalul marginit I, seria Y f) este uniform convergenta la

n=1
o0
g si exista xo € I astfel incat seria numerica Y fn(zo) sa fie convergentd,
n=1
oo
atunci seria Y fn este uniform convergenta la o functie f derivabila pe I,
n=1

o0 4 [oe)
iar f' = g; altfel spus, (E fn> = > fr.
n=1 n=1

8.3. Serii de puteri

Seriile de puteri reprezintd o extindere naturald a notiunii de functie
polinomiala.

DEFINITIA 8.3.1. O serie de forma

[e.e]
(8.3) E anz™ = ag+ a1z + agx® + -+ apzr + -,

n=0
unde (an)nen C R este un gir de numere reale, se numeste serie de puteri.
Numerele an, cun € N, se numesc coeficientii acestei serii de puteri.

Observam ca multimea de convergenta a unei serii de puteri contine
intotdeauna originea; de fapt, se arata ca este un interval centrat in origine.
Mai precis:

(o ¢]

TEOREMA 8.3.1. Oricare ar fi seria de puteri Y anx™, existar € [0, 0]
n=0

astfel incat seria este absolut convergentda pentru orice x € R cu |z| < r i

divergenta pentru orice x cu |x| > .

Elementul r a carui existenta e asigurata de teorema 8.3.1 se numeste
o0

raza de convergenta a seriei de puteri ) anz™; el este unic determinat
n=0
pentru fiecare serie de puteri.
Din teorema 8.3.1 rezulta ca daca r este raza de convergenta a seriei

o0
> anx™, atunci seria este absolut convergenta pe (—r,7) si divergenta pe
n=0
(—o0, —1) U (1, 00).
Comportarea seriei in £r se studiaza pentru fiecare serie particulara.

Multimea de convergentd a unei serii de puteri poate fi (—r,r), (—7,7],
[—7,7) sau [—r,7].
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Pentru aflarea razei de convergenta a unei serii de puteri exista formule
explicite.

TEOREMA 8.3.2. Fie un sir (an)neny C R §i p = li_>m Y an].
n—oo

o0
i) Daca p =0, atunci seria de puteri Y, a,x™ converge absolut pe R.
=0
" oo
i) Daca p = +00, atunci seria de puteri Y anx™ converge doar in x = 0.
=0
" o
iii) Daca p € (0,00), atunci seria de puteri ) apxz™ este absolut conver-
n=0
genta pentru |z| < % st divergenta pentru |x| > %.
o0
i) Raza de convergentd a seriei ), anx™ ester = % € [0, 00] (cu conventiile
n=0

T=4o0siL=0)

oo
COROLAR 8.3.1. Flie seria de puteri Y a,x".

n=0
i) Daca existd @W = p, atunci raza de convergentd a seriei este
data de
0, daca p = +00
(8.4) r= %, daca p € (0,00)

400, daca p=0.

an+41

i1) Daca exista lim
n—oo

= p, atunci raza de convergentd a seriei este

n

data tot de formula (8.4).

8.3.1. Convergenta uniforma a seriilor de puteri.

o0
TEOREMA 8.3.3. Flie seria de puteri Y, a,x™, cu raza de convergentd r.
n=0
Atunci pentru orice p € (0,r), seria este uniform convergenta pe [—p, p].

Functile termen ale unei serii de puteri sunt polinoame, deci sunt deri-
vabile de orice ordin pe R, in particular, continue gi integrabile. Teorema
precedenta asigura ca aceste proprietati se transfera functiei suma cel putin
pe intervalul (—r,r), unde r este raza de convergenta a seriei.

[ee]
TEOREMA 8.3.4. Fie seria de puteri Y anx™, cu raza de convergenta r.
n=0
Atunci suma sa f este continud pe (—r,r).
Daca seria este convergentd in punctul v (respectiv, in punctul —r),
atunci suma sa f este continud in r (respectiv, in —r) (teorema a doua a
lui ABEL).

Din teoremele 8.3.3 si 8.3.4 rezulta ca orice serie de puteri este uniform
convergenta pe orice interval compact continut in multimea de convergenta,
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iar suma unei serii de puteri este o functie continua pe Intreaga multime de
convergenta.

O serie de puteri este uniform convergenta pe intreaga multime de conver-
genta daca si numai dacad multimea de convergenta este [—r, r].

o
TEOREMA 8.3.5. Daca seria de puteri Y anxz™ are raza de convergentd
n=0
r >0 gi suma f pe (—r,r), atunci

00
(079 n

xr
dy = 2" pentru x € (—r,r
/0 f(y)dy nZo”JFl p (=)

(adica orice serie de puteri poate fi integratd termen cu termen pe orice
interval [0, z], cu x € (—r,7)).

o0
TEOREMA 8.3.6. Daca seria de puteri Y a,x™ are raza de convergenta
n=0
r >0 gi suma f pe (—r,7), atunci

fl@)=a + 2a0x 4 3azz® + -+ nag"t + -, Vo e (—r,7)

(adica orice serie de puteri poate fi derivata termen cu termen pe intervalul
deschis de convergenta). Mai mult, f € C*°((—r,r)), iar

() = Zn(n — 1) (n—k+Dapa™*, vae (—rr) s
n=~k

(8.5) F*®(0) = klag, VkeN.

OBSERVATIA 8.3.1. Ezista exemple de serii de puteri care pot fi derivate
termen cu termen numai pe intervalul deschis de convergentad.

Din relatia (8.5) rezulta ca suma f a unei serii de puteri se poate scrie
sub forma

X £(n)
(5. fy =3 0
n=0

", Vo € (—r,7).
n
O serie de puteri de tipul celei din membrul drept al formulei (8.6) poate
fi Insa asociata oricarei functii f : Iinterval C R = R, cu 0 € I, derivabila
de orice ordin in origine. Ea se numeste serie TAYLOR atasatd functiei f in
punctul 0.

Apar urmaéatoarele intrebari:

e exista functii ale caror serii TAYLOR au raza de convergentd mai
mare ca 07

e seria TAYLOR a lui f poate avea ca suma chiar pe f pe intervalul
sau de convergenta?

Réaspunsul la prima intrebare este afirmativ. De exemplu, functia
fR=R, f(z)=¢€"
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oo

este de clasa C™ pe R; seria sa TAYLOR in 0 este > o7 §i are raza de
n=0

convergenta r = 00.

Pentru a raspunde la a doua Intrebare, observam céa functia

1
v _J e7=, dacax € (0,a)
filzaa) =R flo) = { 0, dacd z € (—a, 0]

este de clasia C™ pe (—a,a) si £ (0) =0, Vn € N*. Atunci seria sa TAYLOR
o0
in 0 este > %x" si are suma 0, desi functia f nu este identic 0 pe (—a,a).
n=0
Prin urmare, f nu este suma seriei sale TAYLOR in 0.
Enuntam o conditie ca seria TAYLOR asociata in origine unei functii f

sa aiba ca suma pe f, adica f sa fie dezvoltabila in serie de puteri:

TEOREMA 8.3.7. Fie I C R un interval centrat in origine gi f € C°°(I).
Daca exista o constanta M > 0 astfel incat

17" (2)] < M, Yz € I, Vn € N*,

atunci suma seriei TAYLOR atasata functiei f in 0 coincide cu valoarea
functiei f in punctele x € I.

O functie f de clasa C*° pe I care este suma seriei sale TAYLOR in
vecinatatea fiecarui punct x € I se numeste functie analiticd.

8.4. Serii trigonometrice

Seriile trigonometrice apar frecvent in studiul proceselor oscilatorii. Cu
ajutorul lor putem reprezenta functii cu mult mai generale decat cele anali-
tice.

Seriile trigonometrice sunt serii de functii a caror forma standard este:

ao

o0
5 + Z(an cosnx + by sinnz),

n=1

(8.7)

unde a, € R (cun € N) sib, € R (cu n € N*) se numesc coeficientii seriei
considerate.
Suma partiala

Sp(z) = % + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

poarta numele de polinomul trigonometric de ordinul n al seriei trigonome-
trice (8.7).
Sirul de functii trigonometrice

1 . . .
(8.8) 57 Co8 %, 8inz, cos 2x,sin 2z, ..., cosnx,sinn, . ..

se numeste sistem trigonometric.
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OBSERVATIA 8.4.1. 1) Daca seria trigonometrica (8.7) converge intr-un
punct xg € R, atunci ea converge in orice punct xo + 2kw, unde k € Z.

2) Daca seria (8.7) converge pe intervalul [—m, x|, atunci ea converge pe R
st suma sa f(x) este o functie 2w-periodicd.

3) Daca seria (8.7) este uniform convergentd pe (—m, ), atunci suma sa
f(x) este o functie 2m-periodica si continud pe R\ {km | k € Z}.

4) Observatiile precedente arata ca este suficient sa studiem convergenta
seritlor trigonometrice pe un interval de lungime 2w — de exemplu, pe
[—m, 7.

TEOREMA 8.4.1. (proprietatea de ortogonalitate a sistemului trigonome-
tric) Orice doi termeni diferiti din sistemul trigonometric (8.8) sunt orto-
gonali, adica au loc relatiile:

™
i) f sinmax cosnxdr =0, Ym,n € N;
-
™
i) [ sinmasinnzdr =0, Vm,n € N, m #n;
—Tr
™

i) [ cosmaxcosnzdr =0, Ym,n € N, m #n.

—Tr
In plus,
s
w) [ cos’nxdr =m, Vn € N*;

—T

™
v) [ sin?nxdr=m, Vn € N*;

—Tr

K
vi) [ cos® 0z dx = 2.

—Tr
DEMONSTRATIE. Integralele de mai sus se calculeaza ugor cu ajutorul
catorva formule trigonometrice.

i) sin este functie impara, cos este para, deci produsul de sub intergrala
este o functie impara. Se stie ca integrala RIEMANN dintr-o functie
impara pe un interval marginit, centrat in origine este nula.

™ ™

ii) [ sinmasinnzdr = [ 3[cos(m —n)z — cos(m + n)z]dx

—r -

_ 1 (sin(m —n)z
2 m-—n

T sin(m + n)x

m-—+n

2

" > _ 1 {Sin(m —n)r _ sin(n —m)m

_7r o m-—n m-—n

_sin(m +n)m N sin(—(m + n)m)
m+n m+n

]:O, Ym,n € N, m # n;

1

iii) [ cosmzcosnzdr = [ 3[cos(m — n)x + cos(m + n)x]dx

-7 -7
1 (sin(m —n)z|" sin(m+n)z|"™ \ 1 [sin(m—n)r sin(n —m)rw
2 m-—n o m+n 77T 2 m-—-n m-—n
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sin(m+n)r  sin(—(m +n)m)

]—O, VYm,n € N, m # n;

m-+n m-+n
s ™ s s
iv) [ cos’nzdr = [ L(1+cos2nz)dz =3 | [ de+ [ cos2nzdr
—T —T —T —T
1 - sin 2nz |* 1 sin2nm  sin(—2nm)
2( -7 o ) z{ﬂ (=m)+ =5, on ™ e
s K s s
v) [sin’nzdr= [ 4(1—cos2nz)dz =1 [ dz— [ cos2nzdx
—T —Tr —Tr —T

- 2n

1 x sin 2nx
2 2n 2n

T > _ 1 |:7'[' (em)— sin 2nm n sin(—?nﬂ)} — . Vn e N*;

s s

vi) [ cos?Ozdx = [ dx = 2nm.
—T —T
Cu ajutorul teoremei 8.4.1 se demonstreaza:

TEOREMA 8.4.2. Daca seria trigonometrica (8.7) este uniform conver-
gentd pe [—m, 7] gi f(x) este suma sa, atunci coeficientii an, n € N i by,
n € N*, sunt determinati de f prin formulele EULER-FOURIER:

1 K
(8.9) an, = /f(a:)cosna:da;, Vn € N
T

1 ™
b, = /f(a:)sinm:da:, Vn € N*.
T

DEMONSTRATIE. (indicatie)
Inmultim toti termenii seriei (8.7) cu cos mz, unde m € N, gi obtinem o serie
uniform convergenta pe [—m, 7], cu suma f(x) cos ma:

oo
a
?0 cosmz + Z(an cos nx cos mx + by, sin nx cosmz) = f(x) cos mz.
n=1
Integrand in aceasta relatie termen cu termen pe [—m, 7| si folosind sub-
punctele 7), i), iv) ale teoremei 8.4.1, rezulta ca

T
/ f(z) cosma dx = a7, pentru m € N*,
“r
de unde se obtine formula lui a,,, pentru m € N*. Daca m = 0 folosim
subpunctele i), i), vi) ale teoremei 8.4.1 i obtinem

a

/f(a:) cos Oz dx = ?0 - 2m,
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deci ag verifica aceeasi formula (8.9).

Analog, inmultind toti termenii seriei (8.7) cu sinmaz, unde m € N*|
integrand termen cu termen pe [—, 7] si folosind subpunctele i), ii), v) ale
teoremei 8.4.1, rezulta ca

/ f(z)sinmz dx = by,

de unde se obtine formula lui b,,.

8.4.1. Seria Fourier asociatad unei functii 27-periodice. Teore-
ma 8.4.2 sugereaza ideea de a asocia unei functii 27-periodice f : R = R
o serie trigonometrica in care coeficientii a,, si b, sa fie dati de formulele
EULER-FOURIER, precum si problema de a stabili conditii care sa asigure
ca f este suma acestei serii (cu alte cuvinte, problema reprezentarii functiei
f printr-o serie trigonometrica).

Pentru ca integralele din formulele (8.9) sa fie convergente, vom adauga

s K

ipoteza ca integrala [ |f(z)|dx s& fie convergenta (adicd [ |f(z)|dz < c0).

—Tr —Tr

Intr-adevar, in aceasta ipoteza,

/f(:z:)cosn:z:dac < /|f(:r)cosn:v|dx:/f(x)||cosn:n|dx
< [If@lds < oo

/f(x)sinnxdx < /|f(m)|]sinnx\dx<oo.
s —T
DEFINITIA 8.4.1. Fie f: R — R o functie 2w-periodica, cu
/ |f(z)|dz < oo.
—Tr

1) Prin coeficientit FOURIER ai lui f intelegem numerele

1 ™
anp = /f(a:)cosm:dx, Vn € N;
T

1 ™
b, = /f(x)sinna:d:n, Vn € N*.
T

(am explicat mai sus cd acesti coeficienti exista,).
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2) Prin seria FOURIER a functiei f intelegem seria trigonometrica (8.7), ai
carei coeficienti se iau coeficientit FOURIER ai lui f.
Faptul ca functiei f i-am asociat seria sa FOURIER se noteaza:

oo
a
f(z) ~ 50 + Z(an cos nx + by, sinnx).
n=1
3) Polinomul trigonometric de ordinul n al seriei FOURIER asociata functiei
f se numeste polinomul FOURIER de ordinul n al functiei f.

TEOREMA 8.4.3. Daca seria trigonometrica (8.7) este uniform conver-
gentd pe [—m, |, atunci ea este seria FOURIER asociatd sumei sale.

8.4.2. Seria Fourier asociata unei functii pare/impare.

TEOREMA 8.4.4. Fie f: R — R o functie 2mw-periodica, cu
s
/ |f(z)|dz < oo.
—Tr

1) Daca f este para pe [—m, 7], atunci coeficientii sai FOURIER sunt:

2 ™
an:/f(x)cosnmdac, VvneN si b, =0, Vne N,
T
0

o0
iar f(x) ~ 9 + Zl @y, COS NT.
n=
2) Daca f este impara pe [—m, |, atunci coeficientii sai FOURIER sunt:

2 ™
a, =0, VneN gi bn:/f(x)sinnazdx, Vn € N*,
T
0

iar f(x) ~ > bysinnz.
n=1

DEMONSTRATIE.  (indicatie) Folosim definitia coeficientilor FOURIER si
urmatoarele rezultate:
© sin este functie impara pe [—m, 7| (chiar pe R), iar cos, functie para
o produsul a doua functii pare (respectiv, impare) este functie para;
produsul unei functii pare cu una impara este functie impara
¢ integrala RIEMANN a unei functii impare pe un interval de forma
[—a, a] (a > 0) este 0; integrala RIEMANN a unei functii pare pe un
interval de forma [—c«, a] (a > 0) este dublul valorii acelei integrale
pe intervalul [0, a].

™
OBSERVATIA 8.4.2. Fiecdrei functii f : R — R, 2m-periodice, cu [ |f(z)|dx
—T
convergentd, 1 corespunde o singurd serie FOURIER. Reciproca nu este, in
general, adevdratd. Astfel, daca functia g : R — R, 2w-periodicd, diferd de
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functia f de mai sus pe o multime finita de puncte din [—7, ], atunci g $i f,
desi distincte, au aceiasi coeficienti FOURIER, deci aceeasi serie FOURIER.

TEOREMA 8.4.5. (proprietatea de unicitate)
Fie f1, fo : R — R, 2w-periodice, cu

/ o) < oo, / ()i < oo,

Daca fy si fo sunt continue intr-un punct zg € R si f1(xg) # fo(xo), atunci
seriile FOURIER asociate functiilor fi si fo sunt diferite intre ele.

TEOREMA 8.4.6. Dacd seria FOURIER a unei functii f : R — R, 27-
periodicd si continud pe R, este uniform convergentd pe [—m, |, atunci suma
ei este f.

TEOREMA 8.4.7. Daca functia f : R — R este 2mw-periodica si de-
rivabila pe [—m, |, cu exceptia unui numar finit de puncte, cu derivata
continud, atunci seria sa FOURIER converge in fiecare punct x € R la

3 yli{rggf(y) +;i}r;f(y) :

8.4.3. Forma complexa a seriilor si coeficientilor Fourier. In do-
meniul complex seriile trigonometrice si coeficientii FOURIER se scriu intr-o
forma mai simpla si mai simetrica:

TEOREMA 8.4.8. In domeniul complexr seria FOURIER §i coeficientii
™

FOURIER asociafi unei functii f : R — R, 2w-periodice, cu [ |f(z)]dz < oo,
—T
se reprezintd prin formulele:

(e}

. 1 (7 .
fz) = Z cne™®, unde ¢, = / f(x)e ™ dx € C, n € Z.
= 2 J_,
n—=——oo
Legatura dintre coeficientii ¢, € C g1 coeficientii an, b, € R este:
Qp, — by, n € N*
2¢, = agp, n=2>0

a—p +1ib_p, ne€Z\N.
In demonstratie se foloseste e = cosz + i sin z.
8.4.4. Convergenta in medie patratica a seriilor Fourier.
TEOREMA 8.4.9. Fie n € N* gi functia f : R — R, 2w-periodica, cu

™
[ |f(z)|dz < cc. Dintre toate polinoamele trigonometrice de ordin n,
—T

n
To(z) = Z(ak coskx + By sinkx), cu ag, Bk € R,
k=0
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polinomul FOURIER de ordinul n asociat lui f,

n
= 50 +k§_:0 ay, cos kx + by sin kx)

(unde a, k = 0,n si by, k = 1,n sunt coeficientii FOURIER ai lui f) reali-
zeazd cea mai bund aproximatie medie pdtratica a lui f, adica:

/7r |f(z) — Sp(2)|?dx < /7r |f(2) — T, (x)|*dx, pentru orice T,.

—Tr —Tr

s
TEOREMA 8.4.10. Dacd f : R — R este 2n-periodica, cu [ |f(z)|dx

convergenta, atunci:

e seria FOURIER a lui f converge in medie patratica la f, adicd

s

li_)m |f(2) = Sp(z)|?dx =0,

unde S, este polinomul FOURIER de ordin n al lut f;

2 0 T
1
. 50 + g (a2 +b%) = / |f(2)|?dx (identitatea lui PARSEVAL).
™
n=1 -

8.4.5. Seria Fourier asociata unei functii 2/-periodice. In prac-
tica Intalnim nu numai functii de perioada 2w, ci si functii de perioada
oarecare 2[, unde [ > 0. Pentru functii f : R — R, 2[-periodice, cu

[ |f(x)|dz < oo, rezultatele anterioare se transpun cu usurintd, ficand

substitutia z — TF.
Obtinem seria trigonometrica

oo
% + nZ:l (an cos —mlm + by, sin 7n7lm:>

si coeficientii FOURIER:
. l 1 l
an:l/f(x)cosn?xd:v, neN si bn:l/f(;v)sinm;xdx, n € N*.
—1 -l

Daca f este para pe [—[, 1], atunci

l
2
- [ f(z cos—d:n VvneN s b,=0, Vne N,
1
0

o
iar f~ 9 + > a,cos “FE.
n=1
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Daca f este impara pe [—[,[], atunci

1
2
a, =0, VneN si bn:l/f(m)sinnlmcdm, Vn € N*,
0

o0
iar f ~ Zl by, sin 7E.
n—=
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CAPITOLUL 9

Derivate partiale si diferentiale pentru functii de
mai multe variabile

9.1. Derivate partiale

DEFINITIA 9.1.1. Spunem cd multimea D C R este deschisd dacd D = ()

sau D este vecindtate pentru fiecare punct al sau (adica Ya € D Jr, > 0
astfel incat S(a,rq) C D).

Daca D este multime deschisa, atunci DN D’ = D.
In cele ce urmeaza, consideram ca D este o multime deschisa nevida.

DEFINITIA 9.1.2. Fie functia f : Dgeschis C RF — R si punctul a € D.

a) Spunem ca functia f are derivatd partiala in punctul a = (a1, a9, .. ., ak)
in raport cu variabila x; (unde i € {1,2,...,k}) daca exista

lim f(al, A2y« ooy Qj—15Tjy A1y - - - ,ak) — f(al, A2, o oy Q3—15 Q45 Qj41y -+ - ,ak) .

Ti—a4 T; — a; ’

aceasta limita se numeste derivata partiala a functiei f in raport cu va-
riabila x; in punctul a $i se noteaza g—i(a), fr,(a) sau fq;(a).

b) Spunem ca functia f este partial derivabila in punctul a in raport cu
variabila x; daca exista %(a) €R.

c) Spunem ca functia f este partial derivabila pe D daca este derivabild
partial in raport cu toate variabilele in orice punct din D.

Derivate partiale de ordin superior

DEFINITIA 9.1.3. Fie functia [ : Dgeschis C RF — R, derivabild partial
pe D si fie ng : Dgeschis C R¥F = R, cul <i <k, cele k derivate partiale ale

lui f. Daca a € D, j € {1,2,...,k} si exista % (%) (a), atunci aceasta

se numeste derivatd partiala de ordin II a functiei f in punctul a.
Maz precis, daca v = j, notam

o (0 52

iar dacd i # j, notam

9 (of . N
gj (ém) (a) - al’jal‘l (a) - Jxizy (a) (SGU fmimj (a))

st 0 numim derivatd partiala mizta de ordin II a functier f in punctul a.
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In mod recurent, putem defini derivate partiale de ordin mai mare. De

93 o2 v R
exemplu, (%?gmi (a)% <6Ijafxi> (a) (daca exista).

DEFINITIA 9.1.4. Fie f : Dgeschis C RF — R. Spunem cd f este de
clasi C' pe D (si notam f € C*(D)) dacd f este derivabild partial in raport
cu toate variabilele pe D si toate derivatele sale partiale (de ordinul I) sunt
continue pe D.

DEFINITIA 9.1.5. Fie f : Dgeschis C R¥ — R si n € N*. Spunem cd f
este de clasa C™ pe D (si notam f € C™(D)) daca f este derivabila partial
de ordin n tn raport cu toate variabilele pe D si toate derivatele sale partiale
de ordin n sunt continue pe D.

TEOREMA 9.1.1. (Criteriul lui SCHWARZ)

Fie functia f : Dgesenis C R¥ — R. Dacd f are derivatele partiale mixte
92 2
828];3- st 89?]6;;:1 (i # j) finite intr-o vecinatate a unui punct a € D gi daca

o O 0 — . O (N _ _O%f
functiile Toidz; 5 Buyom; Sunt continue in a, atunci 5oy (a) = T 0m7 (a).

COROLAR 9.1.1. Daca f € C™(D), n > 2 atunci derivatele partiale mixte
ale lui f de ordin mai mic sau egal cu n nu depind de ordinea de derivare.

9.2. Functii diferentiabile. Diferentiala unei functii
DEFINITIA 9.2.1. Fie o functie
f : Dgeschis C Rk — R, f = f(a;) = f(a:l,xz, c.s ,a:n)

st un punct a = (a1,as,...,a,) € D.

a) Spunem ca f este diferentiabila in punctul a dacd exista

F@) — fla) - i§£<a><xi )
lim =

=0.
@—a [ = all

De exemplu, pentru k = 2, functia f : Dgescnis C R? = R, f = f(z,v),
este diferentiabila in punctul a = a(a1,a2) € D daca exista

fe,y) = flar,a2) = | $ar,a)(@ — a1) + G (a1, a2)(y — a)

lim =0.
(z.y)—(a1,02) V(T —a1)?+ (y—az)?
b) In conditiile de la a), numim diferentiala functiei f in punctul a aplicatia
kg f
df(a) : R¥ = R, df(a) = dz;.
fla) B 2R, @) = ) g (@)

Mai precis, diferentiala functiei f in punctul a calculata in
h = (hl,hg,...,hk) € RF este

k
df(a)(h) =) gg{ (a)h; € R.
i=1 "

84



k
Prin urmare, df (a)(z—a) = ) gva (a)(x;—a;), adica limita de la punctul
i=1 "

a) se rescrie:

i £ @) = fla) —df(a)(x —a) _

=—a [l — all

c) Spunem ca functia f este diferentiabila pe D daca este diferentiabild in
fiecare punct din D.

Daca luam k = 1, obtinem definitia diferentiabilitatii (echivalenta cu
definitia derivabilitatii) pentru o functie reald de o variabila reala.

Cazuri particulare:
- pentru k = 2: a = (a1,a2) € D C R?;

0 0
df (a1, as) : R? = R, df(ay,as) = 8—£(a1,a2)d:c + a‘;(al,ag)dy;

0 0
df (a1,az2)(hi, he) = %(ahaz)m + ({9‘5(@17@2)}12 eR;

- pentru k = 3: a = (a1,a2,a3) € D C R3;

5] 5]
df (a1, as,a3) : R* = R, df(a1,az,a3) = %(CLI;CLZaGS)dﬂU + 5;(@1,a2,a3)dy

0
+—f(a1, az,az)dz;

0z

0 5]
df (a1, az,a3)(h1, ha, h3) = (9;7;(%7 az,az)hy + &];(ala az,az)hs

of
—(aq,az2,a3)hs € R.
+ 8,2( 1,a2,a3)h3
Daca exista, diferentiala unei functii intr-un punct este unica.
TEOREMA 9.2.1. Dacd f € C1(D), atunci f este diferentiabild pe D.
DEFINITIA 9.2.2. Fie functia vectoriald

F : Dgesenis CR¥ = RP, F = (f1, fa, -+, fo),

unde f;j : D — R, pentru 1 < j < p. Spunem ca F' este diferentiabila in
punctul a € D daca toate functiile de coordonate fj, cu 1 < j < p, sunt
diferentiabile in a. Diferentierea se face pe componente:

dF(a)(h) = (dfi(a)(h), df2(a)(h),. .. dfp(a)(h)), ¥ heRE
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9.2.1. Reguli de diferentiere.

d(F+G)(a) = dF(a)+ dG(a);
d(AF)(a) = MdF(a), Y\ € R constanta,
d(FG)(a) = F(a)dG(a)+ G(a)dF(a).

DEFINITIA 9.2.3. Fie F' : Dgeschis C R¥ — RP, F = (f1, fay- -+, fo),

= (21,22,...,2,) € D C R¥. Dacd F este diferentiabild in a € D, atunci
matricea Jp(a) = (ga{j (a)) L<i<p € Mpxk(R) se numeste matricea jaco-
1<j<k

biand a lui F' in punctul a.
Pentru diferentierea functiilor compuse se foloseste:

TEOREMA 9.2.2. (Legea lantului) Fie k,p,n € N* i D C R¥, A C RP
doud multimi deschise. Fie functiile F : D — A, diferentiabild in punctul
a€ D siG:A— R", diferentiabild in punctul F(a) € A. Atunci compune-
rea GoF' : D — R" este diferentiabila in a si d(GoF')(a) = dG(F(a))odF(a),
iar Jaor(a) = Ja(F(a)) - Jrp(a).

COROLAR 9.2.1. (cazul k = n = 1, p = 2) Fie D ¢ R, A C R?
doi deschigi; fie functiile F : D — A, F(t) = (u(t),v(t)), Vt € D,
I diferentiabila pe D si G : A — R, diferengiabild pe A. Atunci pentru
compunerea H=GoF : D — R are loc

__OH , 0H ,

COROLAR 9.2.2. (cazulk =p =2, n = 1) Fie D, A C R? doi deschisi; fie
functiile F : D — A,  F(x,y) = (u(z,y),v(z,y)), Y(x,y) € D, F diferen-
tiabila pe D si G : A — R, diferentiabila pe A. Atunci pentru compunerea
H=GoF:D—R auloc

on _otou o ov
dr  Ou dxr  Ov Ox’

H'(1)

vVt € D;

oH _oHou HO
dy  Oudy Ov dy’ ’

9.2.2. Diferentiale de ordin superior.
Diferentiale de ordin 2. Fie f : Dyesenis C RF = R, f = f(x1,22,...,2%)
sia € D. Atunci diferentiala de ordin 2 a lui f in a se calculeaza cu formula:

k 2)
de(a) = <Z 885 (a)d:):z> .
i=1 "

In particular:
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- daca f este functie de doua variabile: f = f(z,y), atunci

#10 = (s L)

dy
62 82 2
&cé( )dx +28x§ (a)dzdy +8—‘§( )dy?,
iar
H? H? H?
d?f(a)(h1, ho) = e J;( )h2+2a g (a )h1h2+8—£( Vh3, V(hi, ho) € R?;

- daca f este functie de trei variabile: f = f(z,y, 2), atunci

(2
10 = (Gh@de+ S+ Saa:)
o

82f 2, O°f
2f
8378

s (a)dy* + =

0% f
0x0z

(a)dz?

0% f
oy0z

(a)dxdy + 2

(a)dxdz + 2

(a)dydz,
iar

2 Pf o O%f
Efa)hnho,hs) = S ah+ S @S +
0% f 0% f
0x0z (a)hhy + 28y82

Diferentiale de ordin n, n > 2.
Pentru f : Dgesenis C RF = R, f = f(x1,29,...,21) si a € D,

k (n)
d"f(a) = < E?i(a)dm) .

=1

L0 ) O
gz (@hs + 25 By

(a)h1h2

+ 2

(a)hahs, Y(h1,ha, h3) € R3.

In particular,
(n)
- daca f = f(x,y), atunci d" f(a) = (%(a)ch + %(a)dy) ;

(n)
-daca f = f(z,y,2), atuncid" f(a) = (%(a)dw + g—g(a)dy + %(a)dz)

TEOREMA 9.2.3. (Formula lui TAYLOR) Fie f : Dgeschis C R den + 1
ori diferentiabila pe D, un punct a € D gi o sfera deschisa S(a,r) C D.
Atunci pentru orice x € S(a,r) exista un punct § € |a,x] astfel incdt

f@) = @)+ df(@) - a)+ ) — )+t " f(a)(z )

1
dn+1 o
O )
(la,z] = {da+ (1 = XN)z, X €[0,1]} este segmentul determinat de punctele
a gix).

+
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9.3. Puncte de extrem local. Conditii suficiente de extrem

DEFINITIA 9.3.1. Fie o multime ) # A C R*, o functie f : A — R si un

punct a € A. Spunem ca:

a) a este punct de mazim local (maxim relativ) pentru f pe A dacd existd o
vecinatate V€ V(a) astfel incat f(z) < f(a), Vo € VN A;

b) a este punct de minim local (minim relativ) pentru f pe A daca existd o
vecinatate V€ V(a) astfel incat f(z) > f(a), Vo € VN A;

c) a este punct de extrem local (extrem relativ) pentru f pe A dacd este
punct de minim sau de mazim local pentru f;

d) a este punct de mazxim global (absolut) pentru f pe A daca f(x) < f(a),

Vx € A; in acest caz f(a)ng' max f(z) si se numeste maximul lui f pe A;
fas

e) a este punct de minim global (absolut) pentru f pe A daca f(x) > f(a),
Yz € A; in acest caz f(a)ng'mig f(x) si se numeste minimul lui f pe A;
Te

f) a este punct de extrem global pentru f pe A dacd este punct de minim
sau de maxim global pentru f pe A.

Valorile functiei f in punctele de extrem local (respectiv, global) din A
se numesc extremele locale (respectiv, globale) ale functiei pe A.

OBSERVATIA 9.3.1. 1) Un punct de maxim (minim) global pentru o functie
este si punct de maxim (respectiv minim) local pentru acea functie. Un
punct de extrem local nu este insa neaparat punct de extrem global !

2) Nu este obligatoriu ca o functie sa aiba puncte de extrem global.
DEFINITIA 9.3.2. Dacd f : Dgeschis C R¥ — R este derivabild partial in

raport cu toate variabilele in punctul a € D si daca %(a) = 0 pentru orice

1 <i <k, spunem ca a este punct critic (stationar) pentru f.

Conditie necesara de extrem: punctele de extrem local ale unei
functii diferentiabile se gasesc printre punctele ei critice.
Conditii suficiente de extrem

A) pentru functii de doua variabile

TEOREMA 9.3.1. Fie f : Dgesenis C R2 = R, f = f(x,y), f € C*(D)
st a = (x0,y0) € D un punct critic pentru f. Notam A = g%(xo,yo),

2 2
B = gk (w0,90), C = G (wo, o).
a) Dacd B> — AC <0 si A <0 (sau C < 0), atunci (zo,yo) este punct
de mazxim local pentru f.
b) Daci B> — AC <0 si A >0 (sau C > 0), atunci (wo,yo) este punct
de minim local pentru f.
¢) Dacd B> — AC > 0, (xg,y0) nu este punct de extrem pentru f.

Dacd B? — AC = 0, avem un caz de dubiu (trebuie s apelam la alta
metoda pentru a ne pronunta asupra naturii punctului (xg,yo)).
B) pentru functii de n variabile, n > 2
Fie f : Dgeschis C R¥F = R, f = f(x1,22,...,21), f € C*(D)sia € D un
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punct critic pentru f. Construim matricea hessiana a lui f in punctul
a, care este o matrice patratica, simetrica:

Ay

Ag

Az

Ak

o2f 22f o f
37%(“) 0210z (a) 0z10z3 (a)
o2f 2%f 2% f
Ty (@) 375(@) Frads (@)
_ 02 02 02
Hf(a) - 8:538fz1 (a) 8:538fz2 (a) Ta}éc(a)
82 ) (92f (92f
szgxl (a) szaxg (0/) axkawg, (U/)
si calculam minorii principali:
0% f
= —=(a
ax% (a)
9% f 02 f
373(@) 021072 (a)
B 92 f o2 f
a{l‘gaxl (a) 871% (a)
o2f Df 9% f
8795%(&) 0x10x2 (a) Oz10z3 (a)
o%f % f *f
= | Zmy0m; (@) 373(@) Dradea (@)
9 8 f 2 f
8m38x1 (G/) 69538952 <a) 871173(0/)
o2f 2 f % f
‘T’f%(a) 0x10x2 (a) 0z10z3 (a)
9%f 2%f 2%f
Ty (@) 375(@) Dz (@)
92 f 2%f 2%f
8%38&71 (0/) 6(238:1?2 (a) T.I%(a)
92 f. 2 f % f
szaxl (a) szaxz (a) szaazg (a)

c)

0% f
3x18xk
0% f
O0x20xy
0% f
8$3a$k

2
Oxy

%1 (a)

9% f
8$18xk (CL)
9% f
Ox20xy

02 f
Ox30xy, (CL)

—~
Q
~—

%1 (a)

2
Ox;

(a)
(a)

(a) = det Hf(a)

Daca toti minorii principali ai matricei hessiene sunt strict pozitivi

(A1, Ag, ..

., A > 0), atunci a este punct de minim local pentru f.

Daca minorii pricipali ai matricei hessiene alterneaza ca semn, incepand
cu primul negativ (adica Ay < 0, Ay >0, Az <0, Ay > 0,...), atunci
a este punct de maxim local pentru f.
Daca toti minorii principali ai matricei hessiene sunt nenuli, dar sem-
nele lor nu se incadreaza in cazurile a), b), atunci a nu este punct de
extrem local pentru f.
Daca cel putin unul dintre A;, 1 < ¢ < k este nul, avem un caz de dubiu.

89






CAPITOLUL 10

Integrale curbilinii. Integrale duble. Integrale
triple

10.1. Integrale curbilinii

10.1.1. Integrale curbilinii de speta I. (in raport cu lungimea ar-
cului de curba)
Fie functia f continua pe domeniul D C R? sau D C R3.

a) Daca domeniul D C R? contine arcul de curbi v : y = (), = € [a,b],
unde ¢ € C'([a,b]), atunci integrala curbilinie de speta I a lui f pe 7 se
calculeaza cu formula:

[ seas= [ s oon1+ el ar
)

b) daca arcul de curba plana v este dat sub forma parametrica:

v { 52;((:)) ,eut € o, f, z,y € Cl[a, B]), y(la,B]) € D C R,

atunci integrala curbilinie de speta I a lui f pe 7y se calculeaza cu formula:

8
/f(:r,y)ds —/ f(w(t),y(t))\/[m’(t)]%r [y () dt.
J

c¢) daca arcul de curba in spatiu v este dat sub forma parametrica:

x = z(t)
viq v=y(t)
z=z(t)

,eut € la,f], z,y,2 € C'([a, B]), v([e,f]) € D C R,

atunci integrala curbilinie de speta I a lui f pe -y se calculeaza cu formula:

8
/f(x,% z)ds =/ f(ﬂﬁ(?f),y(lt)aZ(?f))\/[fc’(f)}2 + (@O + [()) dt.

Lungimea unui arc de curba ~ este L(y) = [ ds (in formulele de mai sus
g
se considera f = 1).
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10.1.2. Integrale curbilinii de speta a II-a. (in raport cu axele de
coordonate)

a) Daca domeniul D C R? contine arcul de curbi v : y = (), = € [a,b],
unde ¢ € C'([a,b]), iar P,Q : D C R?> — R sunt functii continue pe
D, atunci integrala curbilinie de speta a Il-a a 1—formei diferentiale
P(x,y)dx + Q(z,y)dy pe 7 se calculeaza cu formula:

b
/P(w,y)d:c + Q(z,y)dy =/ [P(z,¢(2) + Q(z, () - ¢'(x)] da.
5 a
b) daca arcul de curba plana v este dat sub forma parametrica:
=2(t
v { :5: Z((t)) ,cut € [a,B], o,y € CY([o, B]), v([o, B]) € D C R,

iar P,Q : D ¢ R? — R sunt functii continue pe D, atunci integrala
curbilinie de speta a II-a a 1—formei diferentiale P(z,y)dz + Q(zx,y)dy
pe 7 se calculeaza cu formula:

5
/P(:v,y)dHQ(w,y)dy =/ [P((t),y(t) - (1) + Qa(t), y(1)) - ' (1)] dt.

a
v

c¢) daca arcul de curba in spatiu v este dat sub forma parametrica:

x = z(t)
v yzygt; ,eut € la, B, x,y,2 € C (|, B]), v([e, B]) € D C R?,
z = z(t

iar P,Q,R: D C R®> - R sunt functii continue pe D, atunci integrala
curbilinie de speta a II-a a 1—formei diferentiale

P(z,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(x,y, z)dz

pe 7 se calculeaza cu formula:

/P(:v, y,2)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, z)dz
]

3
=/ [P (), y(t), 2(1)) - 2'(t) + Qx(t), y(t), (1)) - y/'(¢)
+R(z(t),y(t), 2(t) - 2'(t)] dt.

10.2. Integrale duble
Fie Dprginit C R2.
a) Daca domeniul D este simplu in raport cu axa Oy, adica
D={(z,y) eR* |a<z<b, alz) <y<B(z), Vz € [a,b]},
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functiile «, 8 fiind continue pe [a,b], iar f : D — R este continua pe
D, atunci integrala dubla a functiei f pe domeniul D se calculeaza cu

formula:
J[ ey dzay = [ b ( / f()) fla.y) dy) .
D

b) Daca domeniul D este simplu in raport cu axa Oz, adica
D={(z,y) eR* | c <y <d, 6(y) <a < Ay), Yy € [e,d]},

functiile 0, A fiind continue pe [c,d], iar f : D — R este continua pe
D, atunci integrala dubla a functiei f pe domeniul D se calculeaza cu

formula:
d Azx)
// [z, y) dedy = / / f(z,y)dz | dy.
c o(x)
D
c¢) Daca transformarea
{0
y =
satisface conditiile:
1) p,v € CY(D') (functiile o, sunt derivabile partial in toate variabi-
lele, cu derivate partiale continue);
2) functiile @, 1) stabilesc o corespondenta biunivoca (adica sunt bijective,
deci inversabile) si bicontinua (adica ¢ si inversa ei ¢!, 1 si inversa ei

¥p~! sunt continue) intre multimea punctelor domeniului D din planul
20y si multimea punctelor domeniului D’ din planul uO'v;

(u,v)
(u, v)

S

dr Oz
. . _ D(zy) _ | Ou Ov v . ~
3) jacobianul J = Dluw) = | oy oy pastreaza semn constant in D,
ou  Ov

atunci

[ s sy = [[ 5o 000017 dud.
D D!

Aria unei sprafete plane marginite D C R? este
A(D) = /// dxdy.
D

10.3. Integrale triple
Fie Vmérginit C R?’-

a) Daca domeniul V' este cuprins intre planul z = ¢ gi planul z = d si
sectiunea cu planul z = zg, 29 € [, d] se proiecteaza in planul Oy dupa
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domeniul D,,, iar f: V — R este continua pe V, atunci integrala tripla
a functiei f extinsa la domeniul V se calculeaza cu formula:

///f(w’y’z)dvz/cd //f(ﬂﬁay,z)dxdy dz.
14 D,

b) Daca domeniul V' este limitat de o suprafata cilindrica cu generatoarele
paralele cu axa Oz (si a carei intersectie cu planul xOy inchide domeniul
D C R?), de suprafatd interioard z = 1(x,y), cu (z,y) € D si de
suprafatd exterioard z = pa(z,y), cu (z,y) € D, iar functia f: V — R
este continud pe V, atunci integrala tripla a functiei f extinsa la domeniul
V' se calculeaza cu formula:

///f(a:,y,z) dv = // (ijjm;j)f(m,y,z) dz) dady.
\%4 D )

c¢) Daca transformarea
x = o(u,v,w)
y = (u, v, w)
z = Mu,v,w)

satisface conditiile:

1) p,9, A € CY(V') (functiile ¢, ), A sunt derivabile partial in toate va-
riabilele, cu derivate partiale continue);

2) functiile ¢, 1, A stabilesc o corespondenta biunivoca (adica ¢, 1, A sunt
bijective, deci inversabile) si bicontinua (adics ¢ si inversa ei ¢!, 9
si inversa ei 1!, A si inversa ei A™! sunt continue) intre multimea
punctelor domeniului V' din spatiul Ozyz si multimea punctelor do-
meniului V’ din spatiul O'uvw;

9z 9z Oz
ou Ov Ow
1 1 — D(x’yzz) — dy dy y A
3) jacobianul J = Dluwv,w) = | 9o 90 o | Ar€ semn constant in V,
9z 9z 0Oz
ou Ov Ow

atunci

///f("f’y’z)dv_///f(w(u7v7w),w(u,v,w),A(u,v,w))m dv’.
1% v

Volumul unui corp marginit V' C R? este

wi(v)= [[[ @
v
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ANEXA A

Derivate si integrale pentru functii de o variabila
A.1. Derivate pentru functii de o singura variabila

TABELA 1. Tabelul de derivare al functiilor elementare

f(x) f(z) | Domeniul de
derivabilitate
1. | ¢, c € R constanta 0 R
2. 2" neN* nz™ ' | R
3.|2% cuaeR azr® 1 | cel putin (0, 00)
4. | e” e’ R

5. | a”, cuac€ (0,00)\ {1} a*lna | R

6. | Inz % (0,00)

7. | logaz, cua € (0,00) \ {1} ! (0,00)
zln a

8. | sinx cosr | R

9. | cosz —sinz | R
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f(x) f(x) Domeniul de
derivabilitate
1 (2k+ )7
10. | tg x — r# ——"— ke
cos®x 2
1
11. | ctg x - x#km kel
sin® x
12. | arcsi ! (—1,1)
. |arcsin x | —— -1,
V1— 22
13 L (—-1,1)
. | arccos x | ——— | (-1,
V1 — 22
14 t L R
. | arctg =
& 2?2 +1
15 t L R
.| ar —_——
arcetg o | ——5——

Reguli de derivare:
e (f+9)=[f+4d;
e (f—9)=[1-4d"
* (f9) = f’g + fg’;,
<f> =7fg_2fg (9 # 0);

g g
in particular, daca c este o constanta, (f +¢) = f' si (¢f) = cf’;

(fog) =(fog)-g

(f7Yy = W (daca f bijectiva pe intervalul I gi f’ # 0 pe I)

o (f9) = (eln fg>’ _ (egln f)’ — pgln I (gln f) = fg_(glln f—l-ng/)
= (gf7 ") f'+(f'In f) s

e regula lui LEIBNIZ de derivare a produsului a doua functii: daca
m € N* gi f, g sunt derivabile de m ori, atunci produsul fg este
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derivabil de m ori si

(m) — . k p(k) (m—k) _ S L (k) (m—k)

A.2. Tabelul de integrale nedefinite

Peste tot in cele ce urmeaza J reprezinta un interval real.

Functia /f(x)dx
1.| f:R—=>R
xn+l
f(z)=2", neN n+1+C
2. f:JC(0,00) >R
wa+1
f(z)=2z% cuaecR\{-1} a+1+C
3.|f:JCR* SR
1
flz)=— In || +C
x
4. | f:R—>R
f(x)=¢e" e +C
5. f:RoR
f(z) =a", cuaec (0,00)\ {1} lza—i-C
6.| f:JCR\{—a,a} - R, unde a € R*
1 1 T—a
= —1
/(@) 2 — a? % " |z+a +C
7. | f:R—>R
1 N 1 T
fz) = P unde a € R aarctg E+C
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Functia / f(x)dx
8. |f:R—=R
f(z) =sinz —cosx +C
9. | f:R—=R
f(z) =coszx sinz +C
(2k+ 1)
10. | f: JCR\ —ikeZi R
1
= t
/(@) cos?x gr+C
11. | f: JCR\ {kmk e Z} > R
1
f(r) = — —ctgz+C
sin® x
(2k+ 1)
12.| f: JCR\ —TikeZy >R
flz)=tgx —In |cosz|+C
13. | f: JCR\{kmkeZ} >R
f(z) =ctgz In |sinz|+C
14. | f:R—R
1
)= ———, cua €R" In (z++Vz2+a2)+C
= ere vt )
15. | f:J—> R, cuJ C (—o0,—a)

sau J C (a,00), unde a > 0

f(ﬂﬂ)zé2

2 —a

In |z +Vz? —a?|+C
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Functia / f(x)dx

f:JC(—a,a) >R, cua>0
x) =

£ !

. X
— arcsin — +C
2 _ 12 a

A.3. Formule trigonometrice

i 2k +1
bz = SR xER\{W, kez}
COs T 2

coS T
tgr = —— R\ {km, ke Z
ctgx g zx € R\ {km, keZ}

sinz 4 cos?z =1, Vo € R

e sin(—x) = —sinx, cos(—x) =cosz, Vr € R

e sin(x +y) =sinxcosy + sinycoszx, Vr,y € R
e sin(x —y) =sinxzcosy —sinycoszx, Vr,y € R
e cos(z+y) =coszcosy —sinysinz, Vr,y € R
e cos(z +y) =coszcosy +sinysinz, Vr,y € R

sin2x = 2sinxcosz, Vr € R
cos2x = cos?x —sinx =2cos?x —1=1—2sin’z, Yz e R

1 2 1 —cos2
cos? r = M, sin®z = ﬂ, Ve eR
2 2
x T —
sinx + siny = 2sin +ycos 5 y, Vz,y € R
sinm—sinyzQsinx;ycosx;y, Vz,y € R
T4y r—y
cosx + cosy = 2cos 5 COST, Vz,y € R
cosx—cosyz?sinx+ys1ny%, Vz,y € R

1

sinzsiny = i[cos(ar —y) —cos(z +y)|, Vz,y € R
1

COST COSY = i[cos(a: —y)+cos(z+y)], Ve,y e R
1

sinx cosy = §[sin(x +vy) +sin(z —y)], Yo,y € R
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